Theoretische Informatik I

Georg Fischer Informatik Diplom, Semester 1 28.06.03

Was ist eim Computer?

Informationen nach Vorgaben verarbeiten

Reine Berechnungen

Ein-/Ausgabe (In-/Output)

Daten speichern

Flexibel, nicht nur eine Anwendung

Steuert Peripherie

Der Computer ist programmierbar und ein Rechner

Definition Computer:
Ein Computer ist ein technisches ,,Universalgerit®, das alle Formen unseres kausal-logischen Denkens
abbilden und auf elektronische/mechanische Weise nachvollziehen kann.
Beispiel:
Verein #1: Vertrauen:
e Unterschriftsbevollmichtigte Mitglieder: A, B, C
¢ Einer der drei Bevollmichtigten geniigt, also A oder B oder C
Schaltungsbeispiel:

e

.{' @7
o o
Verein #2: Misstrauen
e Unterschriftsbevollméchtigte Mitglieder: A, B, C

e Alle drei miissen unterschreiben, also A und B und C
Schaltungsbeispiel:

e .B/._C/._@

Verein #3: ,,Goldene Mitte*

¢ Unterschriftsbevollmichtigte Mitglieder: A, B, C

e Zwei Unterschriften sind notig.
Schaltungsbeispiel:

f o
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Beispiel einer Wahrheitstafel zum Verein ,,Misstrauen* (0 = falsch/ungiiltig; 1 = richtig/giiltig)

Mogliche Konstellationen Unterschriften giil-

A B C tig/rechtskraftig?

0 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 1 1 0

1 0 0 0

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1

Was ist die Informatik?

Problem der
,Jrealen Welt*

z.B.: Flugbuchungssystem,
System zur Kontofiihrung bei Banken

(Automaten)
+ Programmier-
tools

Ubergang vom
Problem zur L6
sung
Formale Sprachen

Ziel: Funktionsfdhiges System

Alllgemeines Modell eines Automaten

ROM (Read-only
Memory)
o Verarbeitungseinheit
=
(]
5
5 <> <>
é Programm
(]
Q
)
Output

Wichtige Themen beim Automaten:
e Speicherkapazitit
e Zugriffsarten (z.B.: Schreiben oder lesen; wahlfreier Zugriff oder bestimmte Reihenfolge;)
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Deterministische und nicht-deterministische Automaten

Deterministische Automaten arbeiten sdmtliche Vorginge linear ab

Beispiel: Ein Stapel Bierkdsten. Man nimmt erst die Flaschen aus dem oberstem Kasten. Ist dieser
leer, nimmt man den Kasten weg und bedient sich aus den Flaschen des Kastens darunter... und so
weiter...

Nicht-Deterministische Automaten hingegen arbeiten sdmtliche Vorgédnge nicht-linear ab

Beispiel: Eine Schiissel voller Lose. Man wiihlt und greift sich eins... dann wiihlt man wieder und
nimmt ein zweites... und so weiter...

Ende der Bedingungen

[Emdlliche Automaten

Jedes Automatenmodell hat eine endliche Gedéchtnisleistung, d.h. nur endlich viele interne Zu-
stande.

Eingabe > Interner

Zustand

In Abhingigkeit von der Eingabe und dem aktuellem Zustand geht der Automat in einen neuen Zu-
stand iiber.
Endzustinde
Beispiel: Ein Schwimmbadautomat ~ Ag
Aufgaben:
o Eintritt kontrollieren
o Eintritt =2 €
o Akzeptable Geldstiicke: 0,50 €; 1,00 €; 2,00 €;
o Einfach, aber kundenfreundlich: ,,Wenn min. 2,00 € bezahlt sind, dann 6ffnet sich die
Schranke
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o Zustandsdiagramme fiir Ag

Zustand: ; (Ein Kreis)
Startzustand:  ; (Ein Pfeil, der auf einen Kreis mit der Inschrift ,,Start* deutet)
Endzustand: @ (Doppelter Kreis)
Zustandsiibergang:  (Ein Pfeil)
¢ Ein Speicher
Eingabespeicher:

Nach rechts unbeschrinkt offen (angedeutet durch die Punkte rechts aullen)
o Zeichen werden von links nach rechts gelesen
o Nur Lese-Zugriff (ROM)
Zustandsspeicher:
o Eine Speicherzelle
o Aktueller Zustand
o Endlich viele Zustinde
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Black-Box-Modell

100

S )
v v

Start

50ct | 1€ |2¢€
Start | S50 | S100 | S200
S50 | S100 | S200 | ----
S100 | S150 | ---- | ----
S150 | S200 | ---- | ----
5200 | ----- i

Die Eingabefolge wird vom Automatakzeptiert, falls sie komplett gelesen wird, d.h. der Lesekopf
befindet sich auf der Speicherzelle hinter der Eingabefolge und der Zustandsspeicher beinhaltet ei-
nen Endzustand.

Definition:

Die Menge der vom Automaten akzeptierten Eingabefolgen heif3t ,,Die Sprache des Automaten*
Beispiel:

Menge{50 100 50, 100 100, 100 200, 200, 50 50 50 50, 100 50 50, 50 100 200, 50 200, 50 50 200,
50 50 50 200, 50 50 100, 50 100 100, 50 100 100, 50 50 50 100, 100 50 200, 100 50 100}

Allphabete, Worte, Sprachen

Alphabete

Symbole, aus denen die Eingabewdorter bestehen, fassen wir zu einer Menge, dem ,,Eingabealphabet*
zusammen.

Y. = Zeichen fiir Eingabealphabete

Beispiel

A: X = {50 100 50}

B:X={0,1}

Allgemein:

Y={aja,...,a,} n=2=0

wenn n = 0, dann ist ¥ = & (leere Menge)

Definition:
Alphabetische Ordnung:
Qi < Qi+ firl<i<n=1
Worte

Definition:

1. Jeder Buchstabe a € X ist auch Wert iiber dem Eingabealphabet £ und somit ein Wort

2. V,WE Z*, dann ist auch die Verkettung ein Wort (z.B.: vw)  vw e X*

3. ¢ (Epsilon), das leere Wort, das aus Null Buchstaben besteht, ist immer ein Wort iiber X* €€ Y
Bemerkung:

_5.
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ew=we=w giltfirallewe X’
Y =Y* - {e} (Alphabete sind Worte, ohne ,,das leere Wort*)
Beispiel hierfiir:

Y ={a, b}

X*={¢g, a, b, aa, ab, bb, ba, ... }
Y ={aj, ap az, ..., A}

Y* ={¢g, ay, ajay, ajaz, ...}
Bezeichnungen:

w = xyz (sprich: Wort ist gleich xyz)

we X¥=x,y,ze X*

x = der Prifix, y = der Infix, z = der Suffix oder Postfix
insbesondere konnen x oder z = € sein !

Definition:
Lexikografische Ordnung auf X*:

28.06.03

<CYX' XX ={v,wlve X', we X'} (Wortpaare; zwei oder mehr Worter werden zusammengefasst

v=v.v, veXiyeX 1<i<m

wW=Ww..w, WEe Z*;wj eX 1<j<n

v < w gdw (genau dann, wenn)

Beispiel:

¥ ={ab} a<b(avorb, alles sei gegeben)
1. bb < aaa (mengenmaillig grof3er)

2. baab < baba (nichsthohere Stelle)

Beispiel anhand unseres Automaten:
{200, 50 200, 100 100, 100 200, 50 50 100, ...}

Wortfumkiiomen

Erstes Beispiel: Suchfunktion eines Texteditors

ja, falls v Infix von w

substr(v,w) = { } (substr = SubString)

nein sonst
substr: X* x ¥ {ja, nein} ( = ordne zu)
substr: (001010, 01) = ja

substr: (001010, 011) = nein
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zweites Beispiel: Linge eines Wortes Wy = {0,1,2,...}

[=X =N,

[,=0

weX,aeX

l(wa) =1(w)+1

1(gesamtes Wort)=I(Wort, reduziert um einen Buchstaben) + 1
Beispiel:

2={a,b}, aba( das Wort, dessen Buchstaben, die in der {} definiert sind, gezihlt werden sollen)
I(aba)=1(ab)+ 1=I(a)+ )+ 1=(1(e)+ 1)+ 1)+ 1)=3(dal(e) =0)
drittes Beispiel:

anzahl 2* x 2, =N ( natiirliche Zahl)

anzahl (¢,b)=0 (be X

weX aelX

anzahl(wa,b) = {anwhl (wb) +1, fallsa = b}

anzahl(wb) sonst

2.{a,b}

anzahl(ababb, b) = anzahl (abab,b) + 1 = anzahl (aba, b) + 2 = anzahl (aa, b) + 3 = anzahl (¢,b)+3 =3
viertes Beispiel: Konkatenation

o=XaY ¥

o (v,w) =vw =vo x(v komkidiert mit w)

fiinftes Beispiel: ,, Tausche*

tausche ¥ xXxX — ¥

tausche(&,a,b) = € fiir alle a,b € ¥

bo tausche(w, a,b)falls c=a
cotausche(w,a,b)fallsc # a

tausche(cw,a,b) = {

tausche (Wort, ersetze das, durch das)

Beispiel hierfiir:

Y ={a2,3}

tausche(12132,2,3) = 1°tausche(2132,2,3) = 1°3°tausche(132,2,3) = 1°3°1°tausche(32,2,3)=
1°3°1°3°tausche(2,2,3) = 1°3°1°3°3° = 13133

IFormale Sprachemn

Definition: X = Alphabet

L c ¥ (=formale Sprache iiber 3"
Mengen von Wortern:

M = Schnittmenge (z.B.: L; N L)

u = Vereinigungsmenge (z.B.: L; U L)
- = Differenz

Konkatenation von Sprachen

L;, L, = formale Sprachen

L1 © L2 = {VOW lv e L], WGL2}
Wir schreiben auch: L; ° L, =L,
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Beispiel:

L; = {¢,ab,abb}

L, = {b,ba}

L,°L, = {b,abb,abbb,ba,abba,abbba}
L,°L; = {b,ba,bab,baab,babb,baabb}

n-te Potenz von L

L’ = (e}
Ln+1 — LnoL
L ={a,ab}
L’ = (e}

L'=L"L={e}°L=L
L?=L'L=L°L=1"= {a,ab}°{a,ab}={aa,aab,aba,abab}
’=1L%L= {aa,aab,aba,abab}°{a,ab} = {aaa,aaba,abaa,ababa,aaab,aabab,abaab,ababab}

Definition: Kleene-Stern-Produkte
L=yL=ruL
n=0
Beispiel: Spiegelung (sp)
sprY =Y
sp(e)=¢
acX,weX sp(wa)=a’sp(w)
Fiir Sprachen (SP)
SP:P(X") = P(X)
SP(L) ={sp(w) I we L}

Beschreibung der Zustinde und Zustandsiibergénge:

Zustandsspeicher: e cine einzige Speicherzelle (!)
e Inhalt: aktueller Zustand des Automaten
Zustandsmenge: e Beschreibung der endlich vielen moglichen Zustinde

Beispiel anhand unseres Schwimmbadautomaten Ag:
S = {start, S, S,00-S159s S0} (S = Zustandsspeicher)

Startzustdnde: S, € S nur einer !

Endzustinde: F < S mehrere !
Der Automat akzeptiert die Eingabefolge, falls er sich — beginnend mit dem Startzustand — nach Bear-
beitung der kompletten Eingabefolge in einem Endzustand befindet.
A, : Startzustand: start
Endzustéinde: F = {S,p}
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Zustandsiiberfiihrung:
5:SxX S
seS,ack Os,a)=s" seS
X
S a' a’ a’
SO
S1 S1 SI
2 v
s’ > S
S4

Definition:

Ein deterministischer, endlicher Automat ist ein System aus A = (£, S, 9, s, F). Dabei ist...

. X =das Eingabealphabet

S = die Zustandsmenge

0=SxX S (die Zustandsiiberfithrungsfunktion, S verarbeitet ¥)

sp € S (Startzustand)

F < S (Menge der Endzustéinde)

. Bemerkung:

0 muss keine totale Funktion sein, d.h. es ist nicht notwendigerweise fiir alle Paare definiert (z.B.: (s,a)
e SxX

Beispiel:

A 1 0 (Sa00, 50) ist nicht definiert

2. Bemerkung:

A, heiBBt deterministisch, weil zu jedem Zustand und jedem Eingabesymbol hochstens ein Folgezustand
existiert (0 ist eine Funktion).

Beispiel:

A, = {50, 100, 200}, {start, sso, S100, S150, S200}, O, start, {s200}

o (start, 50) = S5, o (start, 100) = Syqq,...

Endlicher Automat A als Programm auffassen:

=R W

Mogliche Eingaben: x*
Verarbeitungszustiande: s
Programmstart: So
Programmende: $200
Anweisungen: )

Andere Darstellung fiir Anweisungen:

d{(s,a,s’) 1 d(s,a)=5"}

Sei A=(Z, S, 9, sy F) ein endlicher Automat

& erweitern zu &

o*:SxX* S

0*:(S,e)=S

acXweX 8 :(S,aw)=0"(5(s,a),w) = (5(s",w))
Beispiel: As, s=s50, v= 50 50 100

50 | 3 50 | 100
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8" (s50, 50 50 100) = 8" (8 (50, 50), 50 100) = 8" (5100, 50 100) =& : (5150, 100) = &2 (3200, €) = S200

Konfiguration (k):

k=(s, V) seS,veX (s = Zustand, v = Restwort)

wobei s der aktuelle Zustand ist und v das noch v

zu verarbeitende Suffix des Eingabewortes — A —

Menge der Konfigurationen: K =S x X* a

Menge aller Konfigurationen K: —
{0 Ise Sve Xy v w

Folgekonfigurationen:

k=(s,v) v=a’w (aeY,we) @

=(s,aw) =0 (s,a) =k’ =(s’, w)

k — k' (k’ ist die Folgekonfiguration von k)
Beispiel mit unserem Schwimmbadautomat:

8" = (start,50 100100) (56,2, X, ... x,)
- (55,100100) > (s,,%, .. x)
- (5,5,,100) > s
= (Szoo’ ) = (Sr’g)

wobel 5(s,’xl+1) Sint

falls sy der Startzustand und s, der Endzustand sind, dann wird x = X, ... X, akzeptiert.
—c KxK
C (SXZ)x(SxX")
Bezeichnung:
" bezeichnet die reflexive-transitive Hiille der Relation > ; rekursiv definiert durch:
1. k" k (eine Konfiguration steht zu sich selbst in Relation) fiir alle € K
2. k" k' falls ein weiteres k>> € K existiert mit k — k' und k" k'
Mit anderen Worten:
Wenn es eine Folge von Konfigurationsiibergéngen gibt k, — k, = k; = ... = k,, dann gilt
k ="k,
A= (start,50100100) ' (Szoo’g)
0 = funktional, > = operational
Regulfire Sprachen
Definition:
a) A= (Z,S,é', sO,F) sei ein endlicher Automat L, ,, = {w ey | (so,w) — (s,e),s € F}
Die Sprache L) heifit ,,die von A akzeptierte Sprache
b) Eine Sprache L c Y heiBt regulér, falls es einen endlichen Automaten A gibt mit Liay=L
Bezeichnung:

DFAy st die Klasse aller von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen iiber das Alphabet X
DFAy = REGy

-10 -
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Definition:

Zwei endliche Automaten A und A’ heilen dquivalent, falls L) = La)

Beispiel:

L, = {we {a.b} 1w= w..w, |lwelablw, #a, i>a, n> 0}
wenn i durch drei teilbar ist, darf das dritte Zeichen kein a sein.
Beispielworter: a, b, ab, aa, aab, aabbab,...

Ay = ({ab}’{so’31’32’33}5’30’{50’31’32’33})

L(A3b):l3b 5(51’17):32
§(so’a):s1 5(52’17):53
S(s,.0) = s, S(s5a)=s,
S(s,a)=s, 3(s5,b) = s,

VYollstimdiger Automats

O musste nicht total definiert sein.
Definition:
Ein endlicher Automat A = (Z,S ,0,5,,F ) heiBt vollstindig, falls O total definiert ist, d.h. fiir jeden Zu-

stand s € S und jede Eingabe a € 2. ist d (s, a) definiert

qe

A3bmml = ({a, b},{SO, 8158258358 pr0r }’ 5)‘m‘al ’ SO’{SO’ 515825 53})

5)‘m‘al (S’ a) =

Es gilt:

L(Asp) = L(A3,"™)

A3b und A3, sind diquivalent. Zu jedem endlichem Automaten gibt es einen fquivalenten, vollstin-
digen Automaten.

Konstruktion des Automaten:

A=, S, 9, s, F) ist ein beliebiger, endlicher Automat. Wir konstruieren einen dquivalenten, voll-
standigen Automaten:

{§(s,a), falls S(s,a)definiert

s sonst

error?®

-11 -
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error e S

1410[411 - (2 Su {Serror} total ° SO ’ F)
(5.0) = {5(5, a) falls d(s,a)definiert
toral -

S sonst

error?®

ae%o,,,(s,,,..a)= diese Art Ubergiinge sind per Konstruktion schon mit dabei.

Nicht-deterministische, endliche Automaten

Beispiel: L, = {we {0.1}*1 w = uOv,u € {0,1}*,v € {00,01,10,11}}
OSOO%

8(s0,0)?

Definition:

Ein nicht deterministischer, endlicher Automat ist ein System A = (E, S,0,s,, F )
X Eingabealphabet

S Zustandsmenge

so €S = Menge von Startzustéinden

Fc S = Menge von Endzustidnden

8 <S x X x S = die Uberfiihrungsrelation

d ist eine Menge von Tripeln (s;, a, s;)

A= ({o.1}, {so 38158583 16, {so 2 {s3 })

mit & = {(So’o’so )’ (SO’O’SI )’ (So’l’ So)’ (51’0’ S5 )’ (Sl’l’ S5 )’ (Sz’o’ 33)’ (Sz’l’ S3 )}

) So S1 S S3

0 {s0,81} {s2]) {s3} (1

1 {so} {s2} {s3} (1
6=SxXI P(S) Konfiguration k = (s,v)

8 = (50.0) = {sp.5,} Ubergang:

8 =(5,.1)={sy,5,} k= (s,aw) = (s',w), falls
........ 8(s,a) ={s'}

5=(5,0= 1) (sas)e s

Die von einem nicht-deterministischem Automaten akzeptierte Sprache:

L(A) = {we Y (s, w) =" (s5,8)5,€ S,s¢€ F}

Bezeichnung:

NFA,; = Klasse der von nicht-deterministischen, endlichen Automaten akzeptierten Sprachen iiber X,
Beispiel: A 1100011e€ L(A)?

Nach Definition ist zu priifen:

-12 -
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Georg Fischer

(5,,1100011) > *(s,,£)?

(5,,1100011) - (s,,100011) - (s,,00011)

- (5,,0011) > (5,,011)* - (s,.11)

= (so’l) = (SO,S)

Bei ¥ - (sl,l 1) (sz,l) > (s3,€) « (Back — tracking)

Um zu zeigen, dass eine Eingabe w von einem nicht-deterministischem Automat akzeptiert wird, gilt

es, eine Konfiguration zu finden.
Das Eingabewort wird abgearbeitet und am Endzustand errechnet. Nur wenn alle Konfigurationsfol-

gen, bei denen das Wort abgearbeitet wird, nicht in einem Endzustand enden, dann wird das Wort
nicht akzeptiert.

-13-
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0 =P(S)xX — P(S)
0 =(R,e) > RIRe P(S)

O =(R,aw) — 5*([] 5(s,a),wj (U = Vergroferungsmenge mit s € R)

sER seER
o = (59,w) =R RN F #{}, dann wird w akzeptiert
Beispiel: w = 1100011
8" =({s,}w) = ({s,},1100011)
8" ({s5,}100011) = 5" ({5,4}00011) = 5" ({s,,s,}0011)...
5= [J 6(s0),011=5(5(s5,,0)U8(s,,0),011) =" ({s,,5}Us,).011=35"({s,,5,,5,},011)

se{s0,s1}
= 5 ({54,558, 1.11) = 8 ({55,5,, 8, },1) = ({5, 5,},€)
Allgemein gilt:
L, = {we Y,8 (s, w)NF # {}}
Fragestellungen:

DFA,=NFA

DFA, é NFA

Gegeben sei ein deterministischer, endlicher Automat A = (X, S, 9, so, F) sowie ein nicht-
deterministischer, endlicher Automat A,q = (X, S, duq, {So0}, F)

aeX (s,a,s")e J,,, genau dann wenn 5(s,a) =5

Es gilt L, =L, ,daher DFA; ¢ NFA;

NFA; c DFA;?

> ={o,1}

L1 mit deterministischem Automat beschreiben

a) Zweistellige Zahlen 0,1, Startwert 11, Endwert = alles mit einer O vorne:

-14 -
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b) Dreistellige Zahlen, Startwert: 111, Endwert = alles mit einer O vorne

Ald = ({0’1}’{30’31’32’33’34’35’36’37}’5’ so’{s4’ss’sé’s7})
Algorithmus zur Konstruktion:
Gegeben: Ein nicht-deterministischer Automat A = (X, S, 9, sp, F),0=Sx X  P(S)
Konstruiere einen deterministischen Automaten Ay mit Lia) = Laq).
Zustandsmenge an Ad:  P(S)

Startzustand: So (Menge der Startzustinde von A
Menge der Endzustinde: F, ={RC SIRNF #{}}
Rc S,ae X

0,(R,a) = SIEJR d(s,a)

A, =(=.P(S5).5,.5, =S, = F,)
Beispiel: Wir verwenden die Konstruktion auf A; an Ly nach unserem oben abgebildetem Automaten:

L. 5d({50}’0):{50’5s} 5. 54({30’51’32’53}’0):{So’ss’sz’53}
J, ({So}’l) = {So} J, ({30’31’32’53}’1) = {50’52’33}
2.6, ({50’31}’0) = {So’smsz} 6. 4, ({50’52’53}’0) = {So’ss’53}
J, ({SO,SI},l) = {So’sz} J, ({30’52’53}’1) = {30’53}
3. 5[1({50’31’52}’0):{So’swsz’%} 7. 5[1({30’51’33}’0):{So’smsz}
9, ({So’sl’sz}’l) = {50’52’53} J, ({SO’SI’S3}’1) = {So’sz}
4. 8,({sy.5,10) = {54, 5,5} 8. 3,({sy.5,10) ={s,.5,}

(
J, ({sol’ 52}’1) = {50’ 53} d, ({So’ 3 }’1) = {So}

-15 -
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sod {So}
§d

F!= {{50’53}’{50’31’53}’{50’52’33}’{50’31’52’33}}
Az, P(S),8%,5," F*)

Endliche Antomaten mit e-Ubergingen

€
€ €
Beispiel:
L, ={a'.b’.c* i, j.k >0} v v v
a b c

A, = ({a’b’c}’{so’sl’ 52}’ 5’{30}’{52})

Definition:

Ein endlicher e-Automat ist definiert durch A = (X, S, 9, so, F)
by = FEingabealphabet

S = endliche Menge von Zustinden

So = Menge von Startzustédnden

F = Menge von Endzustinden

) Zustandsiiberfiihrungsfunktion (& < S x (X u{e})x$)
Magliche Uberginge: (s,a,s'),(s,&,s')
Konfiguration:

k=(s,w) weX

k= k'

-16 -
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(s,aw) > (s',w) genau dann, wenn (s,a,s')e § ae Zuie}

-17 -
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Sprache eines e-Automaten:

Ly, = {we Y (s, w) " (s,8)5,€ S, 5 € F}

Beispiel:

&FA; = Klasse der Sprachen iiber X, die von einem €-Automaten akzeptiert werden

Satz:

&FA; = NFA; (= DFA;)

D gilt, da alle Uberg'einge, die ein nicht-deterministischer Automat erlaubt, auch mit e-Automaten mog-
lich sind. ,,c* Elimination der S—Uberga'nge.

Algorithmus zur Elimination der e-Ubergiinge:

Sei A =(%, S, d, sy, F) ein beliebiger e-Automat gegeben.

1. Transfprmiere A in einen Automaten A; mit genau einem Startzustand sp und einem Endzustand f

€ €

L °
(s~  S(©)
= 0°

A1 =(Z, Sy, 81,50, F)
S, = Su{so,f}, wobei s,, f &€ S

6, =8Ul(s,.e.5)Ise Stu{ls.e. f)lse F}

2. Elimination von &-Zyklen

Al

€-Zyklus: Folge von Zustidnden sy, s,...,Sy, Sy mit:
(s,e5,)e 5,(sn es,)e Syn(s, €5 )ed

s; und s, werden aus der Zustandsmenge S herausgenommen und durch einen Zustand s, ersetzt.
Alle Uberginge von oder zu einem der Ubergénge s; und s,, werden jetzt auf s¢ gerichtet A,
3. Erginze, wie im folgendem, solche Uberginge, bis keine neuen mehr hinzukommen kénnen  Aj

;

4. Endzustandsmenge F':= {t €S, (t,s) ' ( f ,6‘)}, dann kann f eliminiert werden und es konnen alle

e-Uberginge eliminiert werden A4
Es gilt: L(Al) = L(Az) = L(A3) = L(A4)
Satz: DFA, = NFA; = €FA,

-18 -
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Beispiel hierfiir noch:

Schritt 1 und 2 unnéotig
rot = Schritt 3
blau = Schritt 4

L, ={a'1i=0pp' 1 j=0Pc" 1k >0}

GRS

b C

VYerallgemeimerte, endliche Automaten

So a,b,c S2

GFA, = DFA, = NFA; = €FA,
Mimimferumg vom deterministischen, endlichen Auntomaten

Definition:

L sei eine regulédre Sprache iiber £; A sei ein deterministischer, endlicher Automat iiber X, der L ak-
zeptiert: L(A) =L

A heiit minimaler Automat, falls es keinen Automaten A’ mit weniger Zustdnden gibt, der L akzep-
tiert.

Zu jeder Sprache L gibt es einen minimalen Automaten und der minimale Automat ist eindeutig bis
auf die Bezeichnung der Zustinde.

Aquivalenz: Ay, A; sind dquivalent, wenn zwei Automaten die gleiche Sprache beschreiben (L(A;) =
L(A2))

Isomorphie vom endlichem Automaten

Zwei Automaten sind isomorph, wenn sie ,,gleich* sind, bis auf die Bezeichnung der Zustéinde.
Definition

A1 = (X1, S1, 81, so, F1) und A, = (X, S, 01, o, F>) seien endliche Automaten iiber X mit |S1| = |S2|

(gleiche Anzahl von Zustinden).
A und A; heiflen isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung f:=S; S, gibt =,,Umbenennung* mit

(%) £(5,(s,a)) = s'< (8,(f(5).a)) fiiralle s€ S, ae X und (**)
f(F1)=F2
Wir schreiben: A = A,
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S] SZ

S() a

So

A S, a2 s
i " f 4 « Umgenennung , /// = Diagramm kommudiert
A0S, xZ—25 5,
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Algorithmus zum Erzeugen cines minimalen Automaten

Gegeben: Ein deterministischer, endlicher Automat A = (X, S, 9§, so, F)
Wir konstruieren schrittweise einen minimalen Automat A, mit L(A) = L(Anin)
7 = (Sit,....Sik1)
Sij sind Teilmengen von S
; ist eine Zerlegung von S, iibergehen zu T, eine neue Zerlegung, die hochstens ,,feiner* ist als ;.
1. Schritt T = (Sll, Slz)
Sy =F (Menge der Endzustéinde)
Six=S-F (alle tibrigen Zustéinde)
2. Schritt T = (S]], ces Siki)
Wir erzeugen i, :
s,s” aus einem Block in 7; gehdren auch in 7, zu einem Block, falls fiir alle moglichen
Eingaben (a € X, s,s” € S) 8 (s,a) und 8 (s’,a) in einem Block liegen
3. Schritt — Falls m;; = m;, dann ist T; die Zustandsmenge von Ay
— Falls miy; # m;, so wird der Algorithmus mit 7t;,; im Schritt 2 fortgesetzt
Beispiel hierfiir: A = ({0,1}, {so, S1, 82, S3, S4}, 0, S0, {S3, S4})

1. Schritt: 71 = (S11, S12) = ({53, 84), {S0, S1, $2})
2. Schritt: Zustandstabelle

Wenn eine 0 oder eine 1 folgt, = M = (S21, So2, So3)

kommt man von welchem Zu- So1 = {83, 84}, Soo = {1, 82} S23 =
stand in welche Zustandsmenge? {so}
Sii Si2 Soi Saz Sa;
S3 Sq So St S» S3 Sq St S So
Si2 Si2 | Si2 S Sip O[S S |[S» S»n| S»
L 1S Su [Si2 SuiiSn L | So1 Soi | Sor  Sor | S,
0 1

[\

0
3. Schritt: Amin = {0,1}, {S21, S22, S23}, Smins S23, {S21}
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Tellworterkenmung

Gegeben: Irgendein Textw (we L)

Gesucht: Alle Stellen, an denen ein Teilstring v in W vorkommt
Pattern-Matching:

pm: ¥xy P(No)

wyvex pm(w,v) = {i | substr (w,i,i+1+lvl-1)=v}

Ivl = Lange von v; i = Indizes, in denen v vorkommt

Beispiel:

pm = (aabaaa, aa) = {1,4,5} (An den Stellen 1, 4 und 5 des Wortes kommt aa vor)

Algorithmen fiir pm:
W = Wi,...,Wk wi,vie X 1<i<k
Vi=Vi,..., VI 1<5<1

durchlaufe w von w; bis wy 141
prife fir jedes w; 1 <1 < k-1+1
ob Wi .. Wii1.1 = Vi..V]
falls ja: 1 kleinster Wert von pm(w, V)
nein: Schleife weiter durchlaufen
Vi..Vy
Wie Wi Witl-1.+ « Wk
Wie eWip1-1
For 1 = 1 to k-1+1 do
ng:=true
3 <1
while (j £ 1) and ng do
if wiyy1 # vy then ng:false
else j:=3j+1

end if
od
if ng then write
(v kommt an der Stelle °, 1, =~ vor’)
end
Aufwandsabschiitzung
k-1+1)el

I<<ki(k-1+1)el=kel=Iwlelvl
Effizienter mit Automaten:
Ausgangspunkt: A,

X-{vi}

Diesen Automaten vervollstindigen zu einem neuem A,, sodass folgendes gilt:

28.06.03

Verarbeitet A, die Eingabe w_ wy,...,wy, dann ist A, genau im Zustand j (1 <j <1), wenn die letzten j
von A, eingelesenen Buchstaben von w mit dem ersten j-Buchstaben von v iibereinstimmen (und es

keinen Index > j mit dieser Eigenschaft gibt).
A, liest den nichsten Buchstaben wi,;
I. wiyj=wj A, gehtinden Zustand ,,j+1* iiber

-22 -
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2. wiyj#Wjy A, geht liber in einen Zustand ,,R*; = kleiner als j+1, wobei R die groite Zahl ist,
sodass vi...vg Suffix von vi,...,vi Wiy
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Zustand 1: nidchstes Zeichen: 1 Zustand 2: néchstes Zeichen: 0

Suffix | Prifix Zustand 3: nichstes Zeichen: 1

1 1 Ubereinstimmung Zustand 4: nichstes Zeichen: 0

11 10 Zustand 5: néchstes Zeichen: 0

111 101 Ubereinstimmung néchstes Zeichen: 1

Aufwand fiir den Algorithmus:

1. Aufstellen von A,: Ce |v 2; C ist eine nicht niher definierte Konstante

2. Abarbeiten von w: |w|

Zusammen ergibt das C e |v|2 + |w| falls v <<<< w = |w|

. Konkatenation (Zusammenfiigung) A Null-Operator
| Selektion (Auswahl) E Eins-Operator
®  Wiederholung [1] Klammern

Reguliire Aunsdriicke (Symtax)

Y = Alphabet
Die Menge der regulidren Ausdriicke Rey, » ist genau die Menge de Worter iiber X U {A,E,O,I,@,[]}, die
mit Hilfe folgender Regeln gebildet werden.

l. AeR,,;» Beispiel: ~ ={0,1} wegen der Regeln
2. EeR,; 30 0,1e R x
3. aeE=aeR; 4b.: [ol1]e R,z
4 afeR,,, dc: Joef11Fler,,,

a) [ae fle R ¢

b)lalfle R,

a®eR,;
also y = [0 ef01 1]®] ist reguldrer Ausdruck iiber X
Formale Definition von der Bedeutung eines reguldren Ausdrucks (Semantik) L:R_ s — P(Z*)
1. L(A)={} 4. a,feR,,; — L)L)
2. L(E)={e} a. LasB)=L(a)o L(B)
3. aeX; L(a)={a} b. Ll p))=Lla)u L(B)

c. Lla®)=Lla)
L =L (Kieene - Stern - Produkt )

n>0
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Beispiel:

(0)={o}

L) = {1}

L{on])=ro)u L) ={oto{}={o.1}

Llo11F)= o] )= o}

Loe011F)=20)o Lo 11T )= o} fo.1} = foHo 11}

In der Praxis interessiert uns nur die Semantik zusammen mit der Syntax:
e  °(oder weglassen) ® F

E ¢ (1 O
A {},OD nur | wird nicht ersetzt

Also: [0o[0 1] wird zu (0(011)')
Definition:
% = Alphabet

ae Rexpz

L =die Interpretation (Semantik) regulidrer Ausdriicke
e Dann heifit L(er) die von o definierte Sprache
e Zwei regulidre Ausdriicke heilen dquivalent, falls L(O{) = L(,B )
® Ly, = Klasseder durch regulidre Ausdriicke tiber X definierten Sprachen
Rechenregeln:
(a1B)=(B1a)
Llal B)=L(Ba)
L(@la)z=a=(alQ)
2)(eea)=a=(aee)
ato L(a) = L(a)
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Eingabefeld fiir Ein- und Auszahlungen auf einem Bankkonto:
¢  Wihrungskennzeichen: EUR, CHF, SEK
e Betrag:
Kann mit + oder — beginnen
Ganzzahliger Dezimalteil, durch Punkt getrennt
Dezimalteil genau drei Stellen
Ganzzahliger Anteil soll beliebig lang sein diirfen
Dezimalteil kann fehlen

o falls er fehlt, wird kein Punkt verwendet
R__.:Zahlung; L(Zahlung) soll alle zulissigen Eingaben umfassen

expX
Zahlung: Wihrungskennzeichen ° Vorzeichen ° Betrag
Wihrungskennzeichen = (EUR | CHF | SEK)
Vorzeichen = (+ | - €)

Betrag = (ganzzahliger Anteil ° (¢ | (. | Dezimalteil))
Ganzzahliger Anteil = (01 (1..9)° (0 ..9)*)
Dezimalteil=((01..19)°(01..19))

O O O O O

-26 -
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Rechenregeln fiir regressive Ausdriicke:

a,BeR,,, (@la)=a

(a1 B)=(B1a)(aoder B) = (B oder ), Beweis : (V'=¢

Lia! B)= La@)u LB) = L) U Lia) = L(B1 @) o)

Assoziativitit: ( o ) .

(@1 8)1x)=(a1(B12)=(a! B1 %) @ a)=a

(a*BF2)= @) = (ap7) " = ohne leres Wort

Distributivgesetz: (a+ | g) —a

(@1 Brz)=(a2)1(B°%)
(@81 7)) =((a°B)1(e°7))

Beispiel:

~lo-91,21\ Jo-9K1,21\ [0-9K4}$ 12.12.2003

Dient zur Datumsausgabe. 1.3.1845

Rechts einige Beispiele, die sich mit dem oben 17.3.1924

genanntem Codebeispiel ausgeben lieBen: aber auch 99.14.9995
Metazeichen: grep (= globaly search for regular expressions and print)

. = Beliebiges Zeichen

\. = Escape  Dezimalpunkt

+ = Beliebige Anzahl von Zeichen, jedoch mindestens eines

. = Beliebige Anzahl von Zeichen (entweder keines oder mehr als Null)
{x} = X-fache Wiederholung

{x,y} = N-fache Wiederholung, wobei n ein Wert zwischen x und y ist
[abc] = [alblc]; alternative Schreibweise: [a —z], [0 — 9], [A — Z]

A = Zeilenanfang

$ = Zeilenende

Beispiel:

grep "[aeion]*$’ /usr/loca/bin/file

Perl (Practical Extraction and Report Language)

L(R.,, ;)= R.,, (= DFA, = NFA, = €FA,)

Satz: Zu jedem endlichem Automaten A iiber ¥ gibt es einen reguldren Ausdruck o tiber X, sodass
L(A)= L(a)

Satz: Zu jedem regulidrem Ausdruck o iiber X existiert ein endlicher Automate A iiber X, sodass

expr X

L(a)=L(A)
Beweis: Konstruiere e-Automaten
1. a={}

A=A, 1 {).50.0})

Keine Skizzierung eines Automaten moglich
2. a= 8

Z {So} {1, So’{so

‘
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3. a=a,ac X
Z {50’31} {so’a sl} So’{51

4. B, Y€ R

exp X

mit B, C seien e-Automaten mit L(B) = L(f)und L(C) = L(y)

B = (2,53753’503’{sf8})
C= (Z’SC’é‘C’SOC’{SfC})

B und C sollen nun je einen Start- und Endzustand sowie disjunkte Zustandsmengen
(S, NS ={}) besitzen

a. a=p%
A= (Z,SB US.,0, U, U {sz,g,st},soB,{sfc})
L(A)= L(BPL(C)
Reihenschaltung von B und C

A A
Sy 8, €SpUSe

a. Az(Z,SB uSc U{SOA,SfA},é'B U O U{(SOA,S,SOB),(SOA,&SOC),(SfB,é',SfA),(Sfc,é',SfA)},SOA,{SfA
L(A)=L(B)u L(C)
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c. a=p8
A= (Z’SB USe U{SOA’sz}’§B U{(SOA’S’SoBl(SoA’S’SoC)’(sz’g’sz)v(sfc’g’sz)}’SOA’{SfA})

Scammers

P,o we X" — jal/nein;we L(@)
Scannergenerator: S¢-a — Po
Beispiel: a=(01(011)')

-9



Theoretische Informatik I

Georg Fischer Informatik Diplom, Semester 1 28.06.03

Grammatiken

Endliche Automaten: ,,Akzeptierende*

Regulidre Ausdriicke: ,,beschreibende*

Grammatik: ,erzeugende

Beispiel:

G =({0.1},{s.A4,B}, P,S)

P(Produktionsregel) = § — 05,5 — 15,5 — 04,A — 0B,A — 1B,B — 0,B — 1

x — y = x darf ersetzt werden durch y; Eine Produktionsregel darf auch mehrmals durchlaufen werden

S 0IS O010A 0101B 01010 = 01010 € L(g
Defimitiom: rechislineare Grammatiken

G=(L,N,P,S)

Y =Terminalalphabet

N = Nicht-Terminalalphabet (Disjunkt von X)

P < NXx(@ENuUZXu {e}) endliche Menge von Paaren
S e N (Startsymbol)

p € P;p=(,) =l — r Produktion oder Regel

Ableitungsschritt

ue X' ,Ae N,we INuULU{e}

uA = uw genau dann,wenn A > we P

=Sc YNNI (N uie))

Ableitung:

Reflexive, transitive Hiille von = : =

Lo =we= 1S="w}

Bezeichnung:

Eine Sprache L ¢ ¥" heiBt rechtslinear, wenn es eine rechtslineare Grammatik G iiber X gibt mit
L) = L. Es konnen folgende Arten von Regeln auftreten: (A,Be N,aeX)

1. A—>aB 2. A—>a 3. A—>e¢
Vereinfachung von Grammatiken:
1. Regeln der Bauart 2 konnen vermieden werden

A—>a

A—aC C

neu ®

C=¢
2. Nur eine bzw. zwei Regeln der Bauart 3 werden bendétigt. Falls € € L, ), geniigt eine Regel der

Bauart 3, sonst zusitzliche: S — €
Nehmen wir an, in einer Grammatik kommen unter anderem vor:

A = aB A =aqT
A —=aB, A =aT

B — ¢
TS
B, — ¢

>Regeln konnen nicht ersetzt werden
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Defimition: Imkslineare Grammatiken

Einziger Unterschied zu rechtslinearen Grammatiken: P = N x(NX UX U{e})
Beispiel: G = ({0,1},{S,A,B},P,S)
P={S - 50,S - S1,S — A0,A — B0,A — B1,B — 0,B — 1}

S = S50—- 500 — S100 - A0100 — B10100 — 010100

Bezeichnungen:

LiLy = Klasse der linkslinearen Sprache iiber X

ReLy = Klasse der rechtslinearen Sprache iiber X

Es sei G eine rechtslineare Grammatik, dann gibt es eine linkslineare Grammatik G’ mit

L = SP(L(G')) = Spiegelung

Zu jeder Regel A aB in G ersetzen wir durch A bain G’

Satz: Zu jeder rechtslinearen Grammatik G gibt es eine linkslineare Grammatik G’ mit L;) = L, und

umgekehrt, also ReLy= LiLy
Beweis:
Sei G = (E, N,P,S ) eine rechtslineare Grammatik, die nur Regeln der Bauart 1 (A BO) und eine

€-Regel T € enthilt. Evtl. zusdtzlich S ¢, falls € € Lg).

Wir geben ein allgemeines Verfahren an, wie G in eine dquivalente linkslineare Grammatik verwandelt
werden kann.

G = Wortaufbau von links nach rechts

G’ = Wortaufbau von rechts nach links

Ergebnis sollen die gleichen Worter (!) sein und nicht das gespiegelte.

Jede Ableitung in G endet mit T €

In G’: T wird Startsymbol, T € wird eliminiert, au8er fiir den Fall, dass € € L), dann behalten wir
T  ¢€bei (d.h. es wird von hinten nach vorne das Wort aufgebaut).

Ferner wirdaus A  aBinG

B Aain G’, da B erzeugt werden muss.

Als terminierende Regel gilt: S €

Beispiel (Fortsetzung):

Wir konstruieren eine linkslineare Grammatik G’. C € wird eliminiert

G'=({0,1},{S.A,B,C},P',C)

P'={C — B1,C — BO1,B — A0,B — AlLA — S0, — S0,5 — S1,S — ¢}

Bezeichnung:

LILZ = RCLZ

Typ-3-Grammatiken: rechts- oder linkslinear
Typ-3-Sprachen: LiLy = ReLy = Typ3x
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DOS: dir a*.exe
UNIX: Is a*b.exe

DOS

ASCII

Aquivalenz von Typ3-Grammatiken und endlichen Automaten.

Satz: Zu jeder Typ3-Grammatik G iiber dem Terminalalphabet X gibt es einen endlichen Automaten A
iiber X mit L(G) = L(A)

Beweis/Algorithmus:

Sei G = (E, N,P,S ) eine rechtslineare Grammatik. Wir konstruieren einen endlichen Automaten

A=(ENU{f}0.S,F),F=({Be NI1B— ee P}U{f})
Zustandsiiberginge aus den Produktionen herleiten:
1. A—>bCe P=ergibt(A,b,C)ed

2. A—>aec P=ergibt(Aa, f)ed

3. B — €€ P ist schon beriicksichtigt durch die Definition von f in Schritt 2.

Also ergibt sich insgesamt & = {(4,6,C)| A - bCe P}U{(A,a, f)| A — ac P}

Beispiel:

= ({o.1}.{s.B,C},P,S) 0.1 0.1

S —08,§ > 18,

P=.5 —=0B,B— 0C,
B—1C,C—-0,C—1 0’1

= ({0.1}.18.B.C, f1.6.5.{f})
Satz: Zu jedem endlichem Automaten A iiber X gibt es eine rechtslineare Grammatik G tiber ¥ mit
L = L
Beweis/Algorithmus:
A= (E,S ,0,5,, F ) sei ein endlicher Automat. Wir konstruieren G = (E,S , P,so)
1. O(s,a)=s'= ergibt s — as'e P
2. se F=ergibts >€€ P
Also ergibt sich zusammen P ={s — as'l 8(s,a)=stu{s > else F}
Re g, = TYP3,(= DFA, = NFA, = €FA, = LR, ,)
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PPumpimg ILemma {fiir reguliire Sprachemn

2 =(ab) L =1a"b*1k20}
Sprachen:

fiir die das
Pumping-
Lemma gilt

Regy /
L /

Wir werden zeigen, dass fiir L; das Pumping Lemma nicht gilt.

Satz: Le Reg,, dann gibtes ein ne N , sodass sich alle xe L mit |x| > m zerlegen lassen in:

X = UvVw mit:

L =1 2. |u|<n 3. w'we L firalle ie N
Beweis: Le Re G,

Es gibt einen endlichen Automaten A mit La) = L. n sei die Anzahl der Zustinde von A.

xe L mit |x| Z2nx=x..X, m>n XX

Da xe L,), gibt es eine Folge von Zustandsiibergingen:

8(s;.x.,,)=s,, 0<i<m-—1 mitsy= Startzustand, s,, = Endzustand.

80> 813855008, <8

m

min. n+1 viele Zustidnde

Es gibteinjundeinkmit 0< j <k <n; s, =5,

Xk+1

Wihle u,v,w

u = x, bis X;

v=x;, bisx,
w=x,,, bisx

Zu zeigen:

1. |v[=1 gilt,da j<k

2. |uv| <n gilt,dak <n

3. w'we L, gilt per Konstruktion
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L ={a'b" 1k >0}

Annahme: L € Reg, , dann wiirde L; das Pumping Lemma erfiillen; es gibt ein n, sodass fiir alle
Worter x e L, mit |x| > n gilt: ,Ich kann x zerlegen in x = uvw mit*:

|421

|m4$n

w'we L firalleie N,

Wir wihlen ein bestimmtes Wort mit m > n x=a"b" mitm > n

|x| = ‘a”’b”" =2m>m=n erfiillt

Nach dem Pumping Lemma kann uv so gewihlt werden, dass |uv| < n, also bestehen u und v nur aus
dem Buchstaben a.

(D) u=a’ 2) v=a? mitg21l;p+g<n (3) w=a'b"

= pt+qg+r=m

x=ga"+a"+a +b"

Wihle zB.:i=0 w’w=a’a’b" ¢ L, weil p+r#m

Ergebnis: Die Annahme L, € Re g, ist falsch.
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[Endliche Maschimen

Beispiel unseres Schwimmbadautomaten vom Anfang:

Ausgabe:
Eintrittskarte und Wechselgeld: Karte, Karte + 50, Karte + 100, Karte + 150
Noch zu zahlender Betrag: -50, -100, -150, -200

Ausgabealphabet: A = {=50,—100,—150,— 200, Karte, Karte + 50, Karte + 100, Karte + 150}
Eingabealphabet: X U {Karte nehmen}
Ausgabefunktion: A4:SxX — A;/l(s,a) =b se S;aeXbe A

A 50 100 200 Karte nehmen
start | -150 -100 Karte -
sso | -100 -50 Karte + 50 -

Sto0 | -50 Karte Karte + 100 -
s1s0 | Karte | Karte + 50 | Karte + 150 -
$200 - - - -200 (und zuriick zum Start
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Erweiterung unseres Schwimmbadautomaten um ,,Ausgabewerte* gem@l} der Tabelle:

+ 50 ct/

+ 50 ct/
Karte

+ 1€/
Karte + 50
+2 €/
Karte + 150

Karte nehmen

Definition: (Mealy-Maschinen) M :{Z,A,S,5, A, so}

Eingabealphabet

Ausgabealphabet

Endliche Zustandsmenge
Zustandsiiberfithrungsfunktion 6 = SxX — S
Ausgabefunktion 4 =SXx¥X — A

So Startzustand

S oM
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Beispiel:
~ {@0, 100,200, Karte nehmen },{— 50,— 100, —150,— 200, Karte, Karte + 50, Karte + 100, Karte + 150}}

{start,ss, 5,00 550> S200 s O A» StaTE

u A\
A A —
X a Eingabeband
| Lesen 4e T
be A
. by xuve X
_; > 8 we A*
v A
Y
> A
W
v Schreiben
b Ausgabeband

Eingabeworter werden in Ausgabeworter transformiert.
Konfiguration:

k=(s,v,w)e SXL xA

s = aktueller Zustand; v = noch zu verarbeitendes Suffix der Eingabe;

w = Bisher erzeugtes Prifix des Ausgabewortes;

Konfigurationsiibergang:

(s,av,w) > (s',v,wb) genau dann, wenn O(s,a)=s";A(s,a)=b

" sei wieder reflexive, transitive Hiille von —

Beispiel: Myyim

(55,50100100, &) - (s5,100100,=150) 1-5(s;5,100,=150=50) i (s, £, Karte + 50-150 - 50)
Berechnung von Mealy-Auromaten:

f,=X >A

Ausgabefunktion A erweitern:

Z(sxz)— A

A(s,e) > e

A(s,av) = Als,a)P A ([6(s,a)]v)

Definition: Zu einer beliebigen Mealy-Maschine M ={X,A, S, 5, A, so}

Die Funktion f, =X  — A" definiert durch f,(x)= A (s,,x) heiBt ,die von M berechnete
(Wort)Funktion®.
Beispiel: M, ;f,

=(50,100,100) = A'(s,,50100100) = (= 150, - 50, Karte + 50)

mswim
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Beispiel: duale Addition
¥ ={0,1} plus =T xX* - £*
plus (x,y) = z genau dann, wenn wert(x)+ wert(y) = wert(z)

n—1
wert(x) = wert(xn_l...xl) = ZX[Z[
i=0

Xn-1 -.- X0 = 001110
Ym-1---Yo = 010110
1. Auffiillen mit Nullen (kursiv dargestellt)
2. Reihenfolge ,,spiegeln, damit LSB (Least significant Bit) zuerst bearbeitet werden kann
3. Wir fiithren ein neues Eingabealphabet ein
£'={00,01,10,11}, also

001110] 561111100100
010110

« gespiegelter (umgedrehter) Wert

Startzustand: S (= Zustand ,,ohne“'Ubertrag)
Weiterer Zustand: U (= Zustand ,,mit* Ubertrag)

Zustand: SIS |S |S |U|U|U]|U

Eingabe: 00]01]10]11]00]0L 10 11

Ausgabe: O |1 |1 ]0 |1 [0 |0 |1

Folgezustand: |S |S |S |U |S |U |U | U
00/1

\ \/

00/0 01/1
01/1 10/1
10/1 11/0

Madd = (@’ m’ m’ u}’ {0’1}’ {S’ U}’ 57 ﬂv, S)
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+ 1€/
\
~a
+ 50 ct
+50ct
50 ¢
S100 Ly
-100
+1€
+ 50 ct/
+2€
+2€ +2€
S200
Karte nehmen Karte
+2€
Karte nehmen
S250
Karte + 50

Karte nehmen

S300
Karte + 100

Karte nehmen

S350

A

Karte + 150

Definition Moore-Maschine: M = {Z,A, S,0, 4, So}

Eingabealphabet

Ausgabealphabet

Endliche Zustandsmenge

Zustandsiiberfithrungsfunktion 6 = SxX — S
Ausgabefunktion =8 — A

So Startzustand

Konfigurationsiibergang:

(so,av, w) - (s‘,v, wb) , falls 5(s,a) = s';ﬂ(s') =b

Ausgabe ist bei Moore-Maschine ein Zeichen lidnger als die Eingabe.

S oM
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Beispiel Moore-Maschine:
Eingabe: Bitfolge
Ausgabe: 1, falls der bis dahin gelesene Prifix eine durch drei teilbare Zahl darstellt, sonst 0;
Yy ={0,l}div3=%" - %'
div3(x,..x,)=1y,..y,
{1 | wert(x,..x, . )Jmod3 =0
Yi =
01 sonst

div3(0111011001101)=1101100...

S, =0mod3; S, =1mod3; S, =2mod3
Zustand Sy: Zustand S:
Der bisherige Prifix stellt eine durch drei teil- U £k+1,wobei k =0mod3
';]aff %ahl dar. U022(k+1)=2k+2=2mod3 = S,
N , , U122(k+1)+1=2k+3=0mod3 = S,
U0 = 2k, dann in Zustand S, bleiben
Zustand S,:
U1 = 2k +1,dann in Zustand S, gehen U = k +2,wobei k = 0mod3
2k +1mod3 =1 U0 22(k+2)=2k+4=1mod3 =,

Ul22(k+2)+1=2k+5=2mod3 = S,

M =({o.1}{0.1}{S.5,.5,}16.4.S,)

Beispiel Priifbit:
Nachricht

Sender ————— Empfiinger , binir codiert: ¥ = {0,1}; Bits kdnnen kippen, z.B.: 101...1101 [ 0/1

0, falls Anzahl Einsen gerade ist; 1, falls Anzahl Einsen ungerade ist
Fehlererkennung (ACHTUNG: Keine Fehlerkorrektur)

wl,fallsanz (w,1) = 2k +1
we {0,1}, pb(w) =

w0, falls anz (w,0) =2k
Mealy-Maschine:

p/l

p/0 1/1
0/0 0/0

So = gerade Anzahl von Einsen
S| = ungerade Anzahl von Einsen
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Komtextireie Sprachen

L = (a”b” ln 2= 0),2 =1{a,b}
L ¢ TYP3;
L, erzeugen mit folgenden Regeln :

S — aSh
=S5 —aSh— aaShb — ... —> a"b"
N

G = ({a,b}{S}{S — aSb; S — €}, 5)
Definition kontextfreie Sprachen:
=Z,N,P,S)
= Eingabealphabet (Terminalzeichen)
= Nicht-Terminalzeichen
= endliche Produktionsmenge
= Startsymbol
cNx(EZUN)
Eine Sprache L heil3t kontextfrei, falls es eine kontextfreie Grammatik G iiber X gibt mit Ligy =L
KfSs bezeichne die Klasse der kontextfreien Sprachen iiber X
TYP2-Grammatiken sind kontextfreie Grammatiken
TYP2y = KfSy
Beispiele:
Beschreibung von arithmetischen Ausdriicken. Bezeichnung fiir Variablen/Konstanten: a
a, a+a, a®a, a®((a+a)/a)
Terminale: a, (, ), +, —, @,/

e oo T LTZMA

Nicht-Terminale: E (Ausdriicke); O (Operatoren)
E—>a E — EOE
E > EOE - ETE
O—+l-lel/ — E+(EOE)
Gy = (0. )+~ /1 {E.O}.P. E) o EH(EID)
— E+(E/(EOE))
- E+(alla+a))
Beispiel: G = ({a,b},{S, A}, P,S)
{S—uaASla
A —> SbA|SS | ba}
Linksableitungen: Rechtsableitungen:
In jedem Schritt wird das am weitestem links Mit jedem Schritt wird das am weitestem rechts
stehende Nicht-Terminal ersetzt. stehende Nicht-Terminal ersetzt.
S = aAS S = dAS
= aSbAS = dAa
= aabAS = aSbAa
= aabba$S = aSbbaa
= aabbaa = aabbaa
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Ableitungsbaum / Parse Tree
S 1. Wurzel
2. Innere Knoten (Nicht-Terminale)
3. Jedes Blatt (griin unterlegt) ist mit einem
Symbol aus N U X U {&} markiert
4. Fir alle Teilbdaume der Art des grau unter-
legten Bereichs links muss A bae P

sein

Beispiel: G =({a,b,c},{S,A, B},P,S)
P={S — aB| Ac

A—ab

B— bc}

S Ac S aB
abc abc
S S
A C a B
a b b C

Das Wort abc kann in G auf ,,wesentlich* verschiedene Weise Abgeleitet werden, da auch die Ablei-
tungssysteme verschieden sind.

Definition: Eine kontextfreie Grammatik G heiflit mehrdeutig, falls es fiir mindestens ein Wort w €
L) mindestens zwei verschiedene Ableitungsbidume gibt.

Beispiel: G,in

E E
E 0) E E 0) E
a * E 0] E E 0) E * a
a + a a + a
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Beispiel: G = ({a,b}{T}{T =TT 1a1b},T) = mehrdeutige Grammatik
T T
T a a T
T T T T
a b b a

aba e L) = {a,b}"

G'=({a,b}{T}{T = aT 16T 1a1b},T); G’ ist nicht mehrdeutig und G = G’, d.h. L) = Lo

Definition: Eine kontextfreie Grammatik L hei3t inhdrent mehrdeutig, falls alle Grammatiken, die L
erzeugen, mehrdeutig sind. Andernfalls heifit L auch eindeutig.

Beispiel: Fiir eine mehrdeutige Sprache L= {aibj c* i, j,k>1,i= joder j= k}

G={a,b,c}{s,A,C, X,Y}P,S)

P={S — XCAY,

X —aXblab

C—cClc

A—aAla

Y = bYclbe}
aabbcce L
L ist inhdrent, da es fiir Worter wie aabbcc immer mehrere Herleitungen gibt.

S S
X C Y A
a X b c C b Y c a
a b c b c a

if-else-Mehrdeutigkeit

stmt sel_stmt

sel_stmt if (expr) stmt

sel_stmt if (expr) stmt else stmt
Terminale: (, ), if, else

Nicht-Terminale: stmt, sel_stmt, expr
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Beispiel: if (expr), if (expr) stmt else stmt

stmt

sel_stmt

N

if ( expr ) stmt
if ( expr stmt else stmt
stmt
sel_stmt
N
if ( expr stmt else stmt
if ( expr stmt

Vereinfachung und Normalformen vom komtextireien Grammatiken

1. Eliminierung von €-Regeln

Eine kontextfreie Grammatik G heil3t e-frei, falls P keine Regel der Art A
Jede kontextfreie Grammatik G kann in eine €-freie Grammatik G* umgewandelt werden mit

28.06.03

€, A € N enthilt

L) L) bis auf das leere Wort €, das moglicherweise in L) enthalten ist.

2. Algorithmus:

a. N,={AeNI(A—¢e)=P}

Menge der Nicht-Terminale, die linke Seite einer €e-Regel sind.
b. Bilde N,, die Menge aller Nicht-Terminale, aus denen das leere Wort ableitbar ist.

repeat;
N, =N,

N, =N, u{AeNlA—>w,w€ Nl*}

until N, =N,

3. Fiir jede Regel, deren rechte Seite ein Nicht-Terminal aus N, enthilt, fiigen wir die gleiche Regel
ohne das Nicht-Terminal hinzu. Beispiel:
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A—=wBw,;Be N, if B € N, then
A — w,w, neu hinzufiigen PL =Py U {A  wiwp}
B end 1if
Pp =P end for
repeat until P, = P
for each A w;Bw, € P, do

Wir eliminieren alle e-Regeln, d.h.:

P2:P1—{I'EP1|I':A 8}

G ={X,N,P,, S}

Falls € ¢ L), dann sind G und G’ dquivalent, andernfalls L) = Lg)) U {€}

Eliminiernng vom Kettemregeln

Kettenregeln sind Regeln der Art A B, A,Be N.
Kettenregeln konnen eliminiert werden.

Sei G ={X, N, P, S} eine e-freie kontextfreie Grammatik.
Algorithmus:

1.

Zyklen eliminieren:

B,,B,,..B, e N

B, —»B,, 1<i<k

B, — B,

e Dann streiche alle B aus N

e Nimm ein neues B zu N hinzu

e Ersetze in allen Regeln von P jedes B; durch B

N={A,,A,...., A} alle Nicht-Terminale so nummerieren, dass fiir A; A, folgt, wobei i< j
Fiir jedes A;  Ajmit 1 <] fiigen wir fiir jedes A;j=A;  w hinzu, wobeiw € {N U r)

for 1 = s - 1 to 1 do
for all 7 > i do

eliminate A; Ay
if exists Aj w then
add A; w
end if
end for all

end for

we(ZUN)\N

Beispiel:

G
P={S — AlaBlaC

=({a,b,c,d},{S,A,B,C,D},P,S)

D —d|dDD

A— BICIlcAd
C—Dlc}

P={S > aS1aClSalClcSd
D —d|dDD
C—Dlc}

P'={S = aSlaC|Sald|dDD\c|cSd

G

D —d|dDD
C —d|dDD|c}

"=({a,b,c,d},{S,C,D},P,S) ist dquivalent zu G und ohne Kettenregeln.
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Chomslky=-Normalform

Definition: Sei G = (Z, N ,P,S) eine kontextfreie Grammatik, dann ist G in Chomsky-Normalform
(CNF), falls Pc Nx((N°N)uZ). Beispiel:
A—>BC A,B,CeN
A—>a aeX
Es gibt zu jeder kontextfreien Grammatik G =(Z,N,P,S) mit £¢ L(G) eine dquivalente Grammatik G’
in CNF.
Algorithmus:
Eingabe: e-freie Grammatik G ohne Kettenregeln
Ausgabe: dquivalente Grammatik G’ in Chomsky-Normalform
Alle Regeln, die noch nicht in Chomsky-Normalform sind, haben folgende Gestalt:
*A X1 X5, . X m>2;Xie NuX
1. Schritt: X; € ¥, dann ersetzen wir Xj in * durch ein neues Nicht-Terminal (X; und ergidnzen P um
Cxi  Xjund N um Cy; erweitern
2. Schritt: Jetzt haben alle Regeln, die nicht in Chomsky-Normalform sind, folgende Gestalt:
A B1B2...Bm; Bi e N
Jede Regel dieser Bauart ersetzen wir durch:

A BD; Mit D neu in N
D, B,D»,
Dm—3 Bm—ZDm—Z
DIn-Z Bm-le
Beispiel: G =({a,b}.{S,A,B},P,S)
P= {S —bA P= {s —>BA P'={S ->BA
S —aB S — AB S — AB
A — bAA A — BAA A— BC
A—aS A— AS C—AA
A—a A—a A— AS
B — aBB B — ABB A—>a
B—bS B — BS B— AD
B— b} B— b} D —s BB
B — BS
B — b}

G"=({a,b},{S. A, B,C,D},P'",S) ist in Chomsky-Normalform und G''=G
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Kellerautomat
Top-

B, «—| Element
\ 4 §
5 1 s Mg
X 3
[¢]
) s
1 g

L \ Bottom-

Zustandsspei- Element

Programm 0 cher S

Definition: Ein (nicht-deterministischer) Kellerautomat ist ein System K =(X,S.T,8,s,,L,F)

by = Eingabealphabet

S = Endliche Zustandsmenge

r = Kelleralphabet

3 = Zustandsiiberfithrungsfunktion ~ d=Sx(Zu{e})xT — P(S XTI )
So = Startzustand

L = Kellet-Button-Symbil (L € I')

FcS =Menge der Endzustinde
(s',B,..B,)e & (s,a,A)
se S,ae ¥, AeTl,seS,B,..B, eT"

Wenn sich K im Zustand s befindet, das Zeichen a einlie3t und A das Top-Element im Kellerspeicher
ist, dann kann K in den Zustand s iibergehen und dabei A durch das Wort B,...By ersetzen, wobei B
das neue Top-Element ist.

8(s,a,A)={(s,7,).(s,7, )} s;eS.y,el”
Wir schreiben dies auch als Programmzeile: (s,a, A).{(s,7,)..(s,7,)}

a = €: fiir a = € wird kein Eingabesymbol gelesen, sondern nur eine Manipulation des Kellerspeichers
vorgenommen. Falls fiir y=B,...B,; B, € I' mit k = 0, wird nur das Top-Element geldscht.

Beispiel: L, =(a"b” InZO)
K, :({a’b}’{SO’sl’SF}’{J-’a}’(s’SO’J-’{SF})

0= {(so,g Lsp.€ )
So.a,L, so,aJ_)

(
(505
(s basl, )
(
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Konfiguration:

k = (s,w,)

S = aktueller Zustand w  =noch zu verarbeiten- o = sktueller Kellerinhalt

des Suffix der Eingabe
(s,av, Aa) (s',v, Ba) ist giiltiger Konfigurationsiibergang, wenn (s', B)e &(s,a, A) ist.
s,s’ € S vex' o e r
ae X Ael
Sei K =(X,5.T,8,s,,L,F) ein Kellerautomat, dann ist L, (K)={we Y (5. w L) (55,8, 7)} mit

sy, € F,yeT" die von K mit Endzustand iiber ¥ akzeptierte Sprache.
Bez.:

PDA"; = Klasse der von Kellerautomaten mit Endzustand akzeptierten Sprachen
Beispiel:

L,= {WCSP(W)| we {a,b}*, SP = Spiegelung} L,= {WSP(W)| we {a,b}*,SP = Spiegelung}

Zz{a,b, c}K2 konstruieren Y ={a,b}

K, :({a,b,c},{so,sc,sF},{a,b,l},52,so,l,{sF}) G, =({a,b},{S},{S %aSaIbSbIe‘},S)
(s9,a L, sg,a L) (sg.b, L, 50,6 L), Ky =({a.b}{so. 5,50 1 {a.b. 1}, 65,50, L s, })
(sg.a,a,s,,aa),(sy.b,b,s,,bb), (sg.c. L,sp.€)(sy.a, L, sy,a L),
(so,abso,ab) (so,b,a,so,ba), (s9.b, L, 50,6 L),

0, = (s c,a,sc,a), (so,c,b, so,b), (s La,a,{(s 5., € £), (so,aa)}),

(sgsc.Losp &), &, =1 (50.0.b,{(s...€)(s0. b))

(sc a,a,s, 8)( L.,b,b,sc,é‘), (so,a b, so,ab) (so,b,a,so,ba),

(s g, L,s, 8) (sc a,a,s, 8)(C,b,b,sc,8),
(s g, L,s, 8)

Beispiel fiir eine Eingabe:
abbbba € L;
(s,,abbbba, L) (s,.a,bbbba,a L) (s,,b,bbba,ba)> Auswahl1 (s,,b,bba,a 1) Konfigurationsfolge
stoppt hier, da kein Endzustand erreicht wird und die Eingabe nicht vollstindig abgearbeitet ist
Back-Tracking, also folgt:
(so,b,bbba,ba)l—> (so,b,bba, bba J.)l—) Auswahl 2 (sc,b,ba,ba J.)I—) (sc ,b,a,a J.)I—) (sc ,a,E, J.)I—) (SF LEE, 8)
Definition:
=(%,8.I,6,s,. L, F) sei ein Kellerautomat, dann heiBt L,(K)= {we 2 (sg,w L) (s,e,e)}
s = Zustand beliebig die von K mit leerem Keller akzeptierte Sprache

PDA® = Klasse der mit leerem Keller akzeptierten Sprachen. F ist nicht relevant.
Bez.: PDA;y = PDA"y = PDA%

Klasse der mit Kellerautomaten beschreibbaren Sprachen KfSy = PDAy

KfSs D PDAs  ohne Beweis fiir die Praxis

KfSy € PDAy  Zu jeder kontextfreien X
Grammatik G =(Z, N, P,S) lisst sich ein
Kellerautomat K konstruieren, daher LG,
= L(K) X E TOP
Wir konstruieren K derart, dass K die
Linksableitung von G simuliert.

A

1 = S (Startsymbol)
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® x'eXundx=x":

x’ 16schen

Lesekopf auf Eingabeband ein Feld weiter riicken
e x'=AeN

kein Eingabezeichen lesen

e-Ubergang

A ersetzen durch oo mit A - e P
e | =S (Startsymbol aus G)
e Kellerautomat enthilt Terminale und Nicht-Terminale aus G
e Kellerautomat verwendet hier nur einen Zustand

Formal
K=E{sL,ZUN,0,s,1=85) Es gilt Lek) = L() = Akzeptieren mit leerem
S={(s,a,a,s,€)lac L}U{(s.e, A, s,a)| A— ac P} Keller. Dieser Kellerautomat wird daher auch

,PARSER* genannt.
L, ={a"b" In 20}
G, =({a.b}{s}{s —> aSh1£}.s)

Parser fuir G:
K. =({a.b}{s}{a.b.5},6,1=5)

o= {(so,a, a, s, 8), (so,b,b, s,E), (so ,E, S, {(so , aSb)I (so , 8)})}
Beispiel fiir eine Eingabe: a’b’ € L,

(so,a3b3,S)|—>

(so,a3b3,a5b) < Auswahl

> (50,02, b)

= (SO ,a’b’, aSbb) <« Auswahl

> (sy.a'b?, Sbb)

> (sy.a'b?, aSbbb) < Auswahl

#15 (s,,6°, Sbbb)

= (so,b3 . aSbbb) < Auswahl

> (ERROR) — Back — Tracking nach #

#1> (s.b°, Sbbb)

> (50.5%,bbb) < Auswahl

> (59.0%,bb)

- (s,.5".b)

- (s,.£,€)
(so,a3b3,S)l—>* (so,g,é‘)

- 49 -



Theoretische Informatik I

Georg Fischer Informatik Diplom, Semester 1 28.06.03

Determimistische Kellerantomaten

Parser: Bei kontextfreien Grammatiken ein nicht-deterministischer Kellerautomat.

— Back-Tracking kann erforderlich werden

— Exponentielle Laufzeit, da ggf. der gesamte Berechnungsbaum durchsucht werden muss
Definition:

Ein Kellerautomat K =(X,5.T,8,s,, L, F) heiBt deterministisch, falls |5(S,a, A +|5(s, £, A) <1 fiir alle
se S;aeX;Ae

Eine Sprache L heif3t deterministisch und kontextfrei, wenn es einen deterministischen Kellerautomat
K gibt, der L akzeptiert, d.h. fiir Lx) =L

L) :{we Zl(so,w,c)+—>* (sF,e‘,}/),sF eF,ye F*}

Bezeichnung: DPDAy

Ly= {(WSPCW)| we {a, b}*}

aaabbbaaabbb...

L, ¢ DPDA,!

DPDA; # PDA;

DPDA; : hier kann sehr effizient in ,linearer Zeit“ fiir jede Eingabe die Zugehorigkeit zu der beschrie-
benen Sprache festgestellt werden. Fiir viele praktische Anwendungen reicht DPDA; vollkommen aus.
Pumping-Lemma fiir KfS:

Sei L eine Kontextfreie Sprache, dann gibt es eine Zahl n, sodass alle Worter ze L mit |z| >n gilt.

z = uvwxy mit folgenden Eigenschaften:

1. |vw|21 2. |vwx|$n 3. w'wx'yelL

Beweis:

Sei G eine Kontextfreie Grammatik in CNF (A BC | a), die L erzeugt

m=n|

Wihle n=2"

ze L; |z| >n

Ableitungsbaum hat sicher >2" viele Knoten. Also a gibt ein Nicht-Terminal, das auf einem Pfad
zwei Mal auftritt.

S —=>wAw,
-S> wyw,Awsw,
S
v S
W1 A W4
/ v \ 4 A y
wi| W2 [A| W3 (W
W W 1/ a1 \[x
u v X y
/b N
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L=(a*p*a* 1k >0)
z=a'b*a"

L ¢ KfSy, da die Regel 3 des Pumping Lemma verletzt wird.

Symtax vom Programmiersprachemn

[Erweiterte Baccus=-Naur-Form:

1. Sei bereits abgeleitet eine EBNF folgender Form:
w (e, I...1e, )w,, dann gilt = wa,w, firl<i<k
2. Es sei bereits abgeleitet:
w B} w,, dann gilt w,B'w, firie N,
3. Sei bereits abgeleitet:
w,[Blw, dann gilt entweder w,fw, oder w,w, (alternativ:w, {5} w, oder w1| ﬁ|w2)

Dies ist zwar auch durch Punkt 2 abgedeckt, jedoch findet speziell diese Definition beispielsweise
bei den If-Schleifen Verwendung. Hier eine beispielhafte Darstellung, um das zu verdeutlichen:
If (...) then (...) [else (...)]
Eine If-Schleife kann einen Else-Teil haben, muss sie aber nicht. Auch ist es bei If-Schleifen nicht
moglich, zwei Else-Teile anzulegen!

Erweiterte Baccus-Naur-Grammatik:

Loy ={wez 152" w}

Beispiel:
G peger = ([+.-0.1,2,3,4,5,6,7,89} {<int >, <vz> < zf >, < z1>,< 20>}, P,<int >)
<int >i=<vz><zf >
<vz>i=| +,—)]
P={<z>=0kzl>{ z0>}*)
<zl>= 1|2|3|4|5|6|7|8|9)
<z0>:=(01< z1>)

Ableitungsbeispiel nach dieser Grammatik fiir die Integer-Zahl +125:
<int =><vz><zf >
:>%(+I—)]<zf >
=H+1-)<zf >
=>4+< >
= +0< 21> <205 )
=+<zl><z0><z0>
= +(11213141516171819)< z0>< z0 >

=" +(11213141516171819)0111213141516171819)0111213141516171819)
=" +125
Bemerkung:
Die von ISO standardisierte Beschreibungssprache ASN1 baut auf EBN-Grammatiken auf.
Satz:
KfS =EBNF;  Klasse aller Sprachen, die mit EBN-Grammatien beschrieben werden.
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Symtaxdiagramme vom Programmiersprachen

Hier am Beispiel von EBN-Grammatien
a) Ar=0,,a,,..,.0

—7a]

d) A:=daply .
ﬁﬁ
sl

Bemerkung:

Sind a, B, ¥ oder &' Terminalsymbole, dann werden sie mit Kreisen oder Ovalen dargestellt. Beispiel
hierfiir anhand Gipeeger:

<int> vz zf
bVZ pzf —> = 0 i *

71 »70 Y
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