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Was ist ein Computer? 
• Informationen nach Vorgaben verarbeiten 
• Reine Berechnungen 
• Ein-/Ausgabe (In-/Output) 
• Daten speichern 
• Flexibel, nicht nur eine Anwendung 
• Steuert Peripherie 
= Der Computer ist programmierbar und ein Rechner 
 
Definition Computer: 
Ein Computer ist ein technisches „Universalgerät“, das alle Formen unseres kausal-logischen Denkens 
abbilden und auf elektronische/mechanische Weise nachvollziehen kann. 
Beispiel: 
Verein #1: Vertrauen: 
• Unterschriftsbevollmächtigte Mitglieder: A, B, C 
• Einer der drei Bevollmächtigten genügt, also A oder B oder C 

Schaltungsbeispiel: 

 
Verein #2: Misstrauen 
• Unterschriftsbevollmächtigte Mitglieder: A, B, C 
• Alle drei müssen unterschreiben, also A und B und C 

Schaltungsbeispiel: 

 
Verein #3: „Goldene Mitte“ 
• Unterschriftsbevollmächtigte Mitglieder: A, B, C 
• Zwei Unterschriften sind nötig. 

Schaltungsbeispiel: 

 

A B C 

A 
 

C 

A B C 
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Beispiel einer Wahrheitstafel zum Verein „Misstrauen“ (0 = falsch/ungültig; 1 = richtig/gültig) 
Mögliche Konstellationen 

A B C 
Unterschriften gül-
tig/rechtskräftig? 

0 0 0 0 
0 0 1 0 
0 1 0 0 
0 1 1 0 
1 0 0 0 
1 0 1 0 
1 1 0 0 
1 1 1 1 

Was ist die Informatik? 

 

Allgemeines Modell eines Automaten 

 
Wichtige Themen beim Automaten: 
• Speicherkapazität 
• Zugriffsarten (z.B.: Schreiben oder lesen; wahlfreier Zugriff oder bestimmte Reihenfolge;) 

Problem der 
„realen Welt“ 

z.B.: Flugbuchungssystem, 
System zur Kontoführung bei Banken 

Ziel: Funktionsfähiges System 
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ROM (Read-only 
Memory) 

Verarbeitungseinheit 

Programm 

Output 
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• Deterministische und nicht-deterministische Automaten 
Deterministische Automaten arbeiten sämtliche Vorgänge linear ab 
Beispiel: Ein Stapel Bierkästen. Man nimmt erst die Flaschen aus dem oberstem Kasten. Ist dieser 
leer, nimmt man den Kasten weg und bedient sich aus den Flaschen des Kastens darunter… und so 
weiter… 
Nicht-Deterministische Automaten hingegen arbeiten sämtliche Vorgänge nicht-linear ab 
Beispiel: Eine Schüssel voller Lose. Man wühlt und greift sich eins… dann wühlt man wieder und 
nimmt ein zweites… und so weiter... 

• Ende der Bedingungen 

Endliche Automaten 
• Jedes Automatenmodell hat eine endliche Gedächtnisleistung, d.h. nur endlich viele interne Zu-

stände. 

 
In Abhängigkeit von der Eingabe und dem aktuellem Zustand geht der Automat in einen neuen Zu-
stand über. 

• Endzustände 
Beispiel: Ein Schwimmbadautomat à  AS 
Aufgaben: 

o Eintritt kontrollieren 
o Eintritt = 2 € 
o Akzeptable Geldstücke: 0,50 €; 1,00 €; 2,00 €; 
o Einfach, aber kundenfreundlich: „Wenn min. 2,00 € bezahlt sind, dann öffnet sich die 

Schranke 

 

Interner 
Zustand 

Eingabe 
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o Zustandsdiagramme für AS 

 
Zustand: ¡  (Ein Kreis) 
Startzustand: à ¡  (Ein Pfeil, der auf einen Kreis mit der Inschrift „Start“ deutet) 
Endzustand: � (Doppelter Kreis) 
Zustandsübergang: à  (Ein Pfeil) 

• Ein Speicher 
Eingabespeicher: 

 
Nach rechts unbeschränkt offen (angedeutet durch die Punkte rechts außen) 

o Zeichen werden von links nach rechts gelesen 
o Nur Lese-Zugriff (ROM) 

Zustandsspeicher: 
o Eine Speicherzelle 
o Aktueller Zustand 
o Endlich viele Zustände 

S50 

S100 

S150 

S200 

Start 

+ 50 ct 

+ 1 € 

+ 2 € 

+ 50 ct 

+ 1 € 

+ 50 ct 

+ 50 ct 
+ 1 € 
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Black-Box-Modell 

 
Die Eingabefolge wird vom Automatakzeptiert, falls sie komplett gelesen wird, d.h. der Lesekopf 
befindet sich auf der Speicherzelle hinter der Eingabefolge und der Zustandsspeicher beinhaltet ei-
nen Endzustand. 
Definition: 
Die Menge der vom Automaten akzeptierten Eingabefolgen heißt „Die Sprache des Automaten“ 
Beispiel: 
Menge{50 100 50, 100 100, 100 200, 200, 50 50 50 50, 100 50 50, 50 100 200, 50 200, 50 50 200, 
50 50 50 200, 50 50 100, 50 100 100, 50 100 100, 50 50 50 100, 100 50 200, 100 50 100} 

Alphabete, Worte, Sprachen 

Alphabete 
Symbole, aus denen die Eingabewörter bestehen, fassen wir zu einer Menge, dem „Eingabealphabet“ 
zusammen. 
Σ = Zeichen für Eingabealphabete 
Beispiel 
A: Σ = {50 100 50} 
B: Σ = {0, 1} 
Allgemein: 
Σ = {a1, a2, …, an} ß  n = ≥ 0 
wenn n = 0, dann ist Σ = ∅ (leere Menge) 
Definition: 
Alphabetische Ordnung: 
ai < ai+1 für 1 ≤ i ≤ n = 1 

Worte 
Definition: 
1. Jeder Buchstabe a ∈ Σ ist auch Wert über dem Eingabealphabet Σ* und somit ein Wort 
2. v, w ∈ Σ*, dann ist auch die Verkettung ein Wort (z.B.: vw) à  vw ∈ Σ* 
3. ε (Epsilon), das leere Wort, das aus Null Buchstaben besteht, ist immer ein Wort über Σ* à  ε ∈ Σ* 
Bemerkung: 

 50ct 1 € 2 € 
Start S50 S100 S200 
S50 S100 S200 ---- 
S100 S150 ---- ---- 
S150 S200 ---- ---- 
S200 ----- ---- ---- 
 

Start 

50
 

10
0 

50
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ε w = w ε = w à  gilt für alle w ∈ Σ* 
Σ = Σ* - {ε} (Alphabete sind Worte, ohne „das leere Wort“) 
Beispiel hierfür: 
Σ = {a, b} 
Σ* = {ε, a, b, aa, ab, bb, ba, ... } 
Σ = {a1, a2, a3, … , an} 
Σ* = {ε, a1, a1a2, a1a3, …} 
Bezeichnungen: 
w = xyz (sprich: Wort ist gleich xyz) 
w ∈ Σ* = x,y,z ∈ Σ* 
x = der Präfix, y = der Infix, z = der Suffix oder Postfix 
insbesondere können x oder z = ε sein ! 
 
Definition: 
Lexikografische Ordnung auf Σ*: 

},|,{ **** Σ∈Σ∈=Σ×Σ⊆ wvwv�  (Wortpaare; zwei oder mehr Wörter werden zusammengefasst 

njwwwww

mivvvvv

jn

im

≤≤Σ∈Σ∈=

≤≤Σ∈Σ∈=

1;...

1;...
**

11

**
11  

wv �  gdw (genau dann, wenn) 
Beispiel: 
Σ = {a,b} a < b (a vor b, alles sei gegeben) 
1. aaabb �  (mengenmäßig größer) 
2. bababaab �  (nächsthöhere Stelle) 
Beispiel anhand unseres Automaten: 
{200, 50 200, 100 100, 100 200, 50 50 100, …} 

Wortfunktionen 
Erstes Beispiel: Suchfunktion eines Texteditors 

�
�
�

�
�
�

=
sonstnein

wvonInfixvfallsja
wvsubstr

,
),(  (substr = SubString) 

substr: Σ+ x Σ+ à  {ja, nein} (à  = ordne zu) 
substr: (001010, 01) = ja 
substr: (001010, 011) = nein 
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zweites Beispiel: Länge eines Wortes W0 = {0,1,2,…} 

1)()(
,

0
*

0
*

+=
Σ∈Σ∈

=
→Σ=

wlwal

aw

l

Nl

ε  

l(gesamtes Wort)=l(Wort, reduziert um einen Buchstaben) + 1 
Beispiel: 
�={a,b}, aba (ß  das Wort, dessen Buchstaben, die in der {} definiert sind, gezählt werden sollen) 
l(aba) = l(ab) + 1 = (l(a) + 1) + 1 = ((l(ε) + 1) + 1) + 1) = 3 (da l(ε) = 0) 
drittes Beispiel:  
anzahl �* x � = N (ß  natürliche Zahl) 
anzahl (ε, b) = 0  (b ∈ � 

�
�
�

�
�
� =+=

Σ∈Σ∈

sonstwbanzahl
bafallswbanzahl

bwaanzahl

aw

)(
,1)(

),(

*

 

�{a,b} 
anzahl(ababb, b) = anzahl (abab,b) + 1 = anzahl (aba, b) + 2 = anzahl (aa, b) + 3 = anzahl (ε, b) + 3 = 3 
viertes Beispiel: Konkatenation 

)(),(

***

wmitkomkidiertvxvvwwv

x

��
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==
Σ→ΣΣ=

 

fünftes Beispiel: „Tausche“ 

( )
( ) �

�
�

�
�
�

≠
==

Σ∈=
Σ→ΣΣΣ

acfallsbawtauschec
acfallsbawtauscheb

bacwtausche

baallefürbatausche

xxtausche

,,
,,

),,(

,),,(

**

�

�

εε  

tausche (Wort, ersetze das, durch das) 
Beispiel hierfür: 
Σ = {a,2,3} 
tausche(12132,2,3) = 1°tausche(2132,2,3) = 1°3°tausche(132,2,3) = 1°3°1°tausche(32,2,3)= 
1°3°1°3°tausche(2,2,3) = 1°3°1°3°3°ε = 13133 

Formale Sprachen 

Definition: Σ = Alphabet 
*Σ⊆L  (=formale Sprache über �* 

Mengen von Wörtern: 
∩ = Schnittmenge (z.B.: L1 ∩ L2) 
∪ = Vereinigungsmenge (z.B.: L1 ∪ L2) 
- = Differenz 
 
Konkatenation von Sprachen 
L1, L2 = formale Sprachen 
L1 ° L2 = {v°w |v ∈ L1, w∈L2} 
Wir schreiben auch: L1 ° L2 = L1L2  
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Beispiel: 
L1 = {ε,ab,abb} 
L2 = {b,ba} 
L1°L2 = {b,abb,abbb,ba,abba,abbba} 
L2°L1 = {b,ba,bab,baab,babb,baabb} 
 
n-te Potenz von L 
L0 = {ε} 
Ln+1 = Ln°L 
L = {a,ab} 
L0 = {ε} 
L1 = L0°L = {ε}°L = L 
L2 = L1°L= L°L = L2 = {a,ab}°{a,ab}={aa,aab,aba,abab} 
L3 = L2°L = {aa,aab,aba,abab}°{a,ab} = {aaa,aaba,abaa,ababa,aaab,aabab,abaab,ababab} 
 
Definition: Kleene-Stern-Produkte 

10

0

* LLLL n

n
U ∪==

≥
 

Beispiel: Spiegelung (sp) 

)()(,

)(

:

*

**

wspawaspwa

sp

sp

°=Σ∈Σ∈
=

Σ→Σ
εε  

Für Sprachen (SP) 

{ }LwwspLSP

PPSP

∈=
Σ→Σ

|)()(
)()(: **

 

 
Beschreibung der Zustände und Zustandsübergänge: 
Zustandsspeicher: • eine einzige Speicherzelle (!) 
 • Inhalt: aktueller Zustand des Automaten 
Zustandsmenge: • Beschreibung der endlich vielen möglichen Zustände 

Beispiel anhand unseres Schwimmbadautomaten As: 
{ }20015010050 ,,,, SSSSstartS =  (S = Zustandsspeicher) 

Startzustände: SS ∈0  nur einer ! 
Endzustände: SF ⊆   mehrere ! 

Der Automat akzeptiert die Eingabefolge, falls er sich – beginnend mit dem Startzustand – nach Bear-
beitung der kompletten Eingabefolge in einem Endzustand befindet. 
As : Startzustand: start 
 Endzustände: F = {S200} 

δ S 
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Zustandsüberführung: 
δ : S x Σ à  S 

( ) SssasaSs ∈=Σ∈∈ |1,, δ  
Σ 

S 
 

a1 
 

a2 
 

a3 
s0    
s1    
s2    
s3   S| 
s4    

Definition: 
Ein deterministischer, endlicher Automat ist ein System aus A = (Σ, S, δ, s0, F). Dabei ist… 
1. Σ = das Eingabealphabet 
2. S = die Zustandsmenge 
3. δ = S x Σ à  S (die Zustandsüberführungsfunktion, S verarbeitet Σ) 
4. s0 ∈ S (Startzustand) 
5. F ⊆ S (Menge der Endzustände) 
1. Bemerkung: 
δ muss keine totale Funktion sein, d.h. es ist nicht notwendigerweise für alle Paare definiert (z.B.: (s,a) 
∈ S x Σ 
Beispiel: 
As : δ (S200, 50) ist nicht definiert 
2. Bemerkung: 
As heißt deterministisch, weil zu jedem Zustand und jedem Eingabesymbol höchstens ein Folgezustand 
existiert (δ ist eine Funktion). 
Beispiel: 
As = {50, 100, 200}, {start, s50, s100, s150, s200}, δ, start, {s200} 
δ (start, 50) = S50, δ (start, 100) = S100,… 
Endlicher Automat A als Programm auffassen: 
Mögliche Eingaben: Σ* 
Verarbeitungszustände: s 
Programmstart: s0 
Programmende: s200 
Anweisungen: δ 
Andere Darstellung für Anweisungen: 
δ {(s,a,s’) | δ (s,a) = s’} 
Sei A = (Σ, S, δ, s0 F) ein endlicher Automat 
δ erweitern zu δ* 
δ*: S x Σ* à  S 
δ*: (S, ε) = S 

( ) ( ) ( )),'(),,(,:, **** wswasawSwa δδδδδ ==Σ∈Σ∈  
Beispiel: As, s=s50, v= 50 50 100 

 

50 50 50 100 

S50 

s1 s| 
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δ*: (s50, 50 50 100) = δ*: (δ (s50, 50), 50 100) = δ*: (s100, 50 100) = δ* : (s150, 100) = δ*: (s200, ε) = s200 

Konfiguration (k): 
k = (s, v) s ∈ S, v ∈ Σ* (s = Zustand, v = Restwort) 
wobei s der aktuelle Zustand ist und v das noch 
zu verarbeitende Suffix des Eingabewortes 
Menge der Konfigurationen: K = S x Σ* 
Menge aller Konfigurationen K: 

{ } **,|),( ΣΣ∈∈= SxvSsvsK  
Folgekonfigurationen: 
k = (s,v) v = a°w (a ∈ �, w ∈ �*) 
= (s,aw) = δ (s,a) � k’ = (s’, w)  

'kk �  (k’ ist die Folgekonfiguration von k) 
Beispiel mit unserem Schwimmbadautomat: 

( )
( )
( )
( )ε

δ

,

100,

100100,
10010050,

200

150

50

*

s

s

s

start

�

�

�

=

 

 

( )
( )

( )ε,
..........

...,

...,

21

210

r

r

r

s

xxs

xxxs

�

�

�
 

wobei ( ) 11, ++ = iii sxsδ  
falls s0 der Startzustand und sr der Endzustand sind, dann wird x = x1 … xr akzeptiert. 

)()( ** ΣΣ⊆

⊆

SxxSx

KxK�
 

Bezeichnung: 
*�  bezeichnet die reflexive-transitive Hülle der Relation � ; rekursiv definiert durch: 

1. kk *�  (eine Konfiguration steht zu sich selbst in Relation) für alle K∈  
2. '* kk �  falls ein weiteres k’’ ∈ K existiert mit ''kk �  und ''' * kk �  

Mit anderen Worten: 
Wenn es eine Folge von Konfigurationsübergängen gibt nkkkk ���� ...321 , dann gilt 

nkk *
1 �  

( ) ( )ε,10010050, 200
* sstartAs �=  

δ = funktional, �  = operational 

Reguläre Sprachen 
Definition: 
a) ( )FsSA ,,,, 0δΣ=  sei ein endlicher Automat ( ) ( ){ }FsswswL A ∈Σ∈= ,,,| *

0
*

)( ε�  
Die Sprache L(A) heißt „die von A akzeptierte Sprache 

b) Eine Sprache *Σ⊆L  heißt regulär, falls es einen endlichen Automaten A gibt mit L(A) = L 
Bezeichnung: 
DFA� ist die Klasse aller von endlichen Automaten akzeptierten Sprachen über das Alphabet Σ 
DFA� = REG� 

 a   

s 

v 

w 
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Definition: 
Zwei endliche Automaten A und A’ heißen äquivalent, falls L(A) = L(A’) 
Beispiel: 

{ } { }{ }0,,,,|...|, 31
*

3 ≥≥≠∈=∈= naiawbawwwwbawL iinb  
wenn i durch drei teilbar ist, darf das dritte Zeichen kein a sein. 
Beispielwörter: a, b, ab, aa, aab, aabbab,… 

 
{ } { } { }( )3210032103 ,,,,,,,,, sssssssssabA b δ=  

( )
( )
( )
( ) 21

10

10

33

,

,

,

sas

sbs

sas

LAL bb

=
=
=

=

δ
δ
δ

 

( )
( )
( )
( ) 13

13

32

21

,

,

,

,

sbs

sas

sbs

sbs

=
=
=
=

δ
δ
δ
δ

 

Vollständiger Automat: 
δ musste nicht total definiert sein. 
Definition: 
Ein endlicher Automat ( )FsSA ,,,, 0δΣ=  heißt vollständig, falls δ total definiert ist, d.h. für jeden Zu-
stand s ∈ S und jede Eingabe a ∈ � ist δ (s, a) definiert 

 
{ } { } { }( )

( ) ( ) ( )
�
�
�

=

=

sonsts

definiertasfallsas
as

ssssssssssbaA

error
total

totalerror
total

b

,
,,,

,

,,,,,,,,,,,, 3210032103

δδ
δ

δ
 

Es gilt: 
L(A3b) = L(A3b

total) 
A3b und A3b

total sind äquivalent. Zu jedem endlichem Automaten gibt es einen äquivalenten, vollstän-
digen Automaten. 
Konstruktion des Automaten: 
A = (Σ, S, δ, s0, F) ist ein beliebiger, endlicher Automat. Wir konstruieren einen äquivalenten, voll-
ständigen Automaten: 

S0 S1 S3 S2 
a,b a,b b 

a,b 

Serror 

a 

a,b 

S0 S1 S3 S2 
a,b a,b b 

a,b 
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{ }( )

�
�
�

=

∪Σ=
∉

sonsts

definiertasfallsas
as

FssSA

Ss

error
total

totalerrortotal

error

,
),(),(

),(

,,,,

;

0

δδ
δ

δ  

errorerrortotal sasa =Σ∈ ),(;δ  diese Art Übergänge sind per Konstruktion schon mit dabei. 

Nicht-deterministische, endliche Automaten 

Beispiel: { } { } { }{ }11,10,01,00*,1,0,0|*1,01 ∈∈=∈= vuvuwwL  

 
δ(s0,0)? 
Definition: 
Ein nicht deterministischer, endlicher Automat ist ein System ( )FsSA ,,,, 0δΣ=  
Σ = Eingabealphabet 
S = Zustandsmenge 
s0 ⊆ S = Menge von Startzuständen 
F ⊆ S = Menge von Endzuständen 
δ ≤ S x Σ x S = die Überführungsrelation 
δ ist eine Menge von Tripeln (si, a, sj) 

{ } { } { } { }( )3032101 ,,,,,,,1,0 ssssssA δ=  
mit ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }32322121001000 ,1,,,0,,,1,,,0,,,1,,,0,,,0, ssssssssssssss=δ  

δ s0 s1 s2 s3 
0 {s0,s1} {s2} {s3} {} 
1 {s0} {s2} {s3} {} 

 
δ = S x Σ à  P (S) 

( ) { }
( ) { }

( ) { }{}0,
........

,1,

,0,

3

100

100

==

==
==

s

sss

sss

δ

δ
δ

 

Konfiguration k = (s,v) 
Übergang: 

{ }
δ

δ
∈

=
=

)',,(
'),(

),,'(),(

sas
sas

fallswsawsk �

 

Die von einem nicht-deterministischem Automaten akzeptierte Sprache: 
( ) ( ){ }FsSsswswAL ∈∈Σ∈= ,,,,|)( 0

*
0

* ε�  
Bezeichnung: 

ΣNFA = Klasse der von nicht-deterministischen, endlichen Automaten akzeptierten Sprachen über Σ, 
Beispiel: ?)(11000111 ALA ∈  
Nach Definition ist zu prüfen: 

s0 

0,1 

s1 
0 s2 

0,1 s3 
0,1 
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( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )trackingBacksssBei

ss

sss

sss

ss

−←ε
ε

ε

,1,11,*

,1,

11,*011,0011,

00011,100011,1100011,

?,*1100011,

321
1

00

0
1

00

000

30

���

��

���

��

�

 

Um zu zeigen, dass eine Eingabe w von einem nicht-deterministischem Automat akzeptiert wird, gilt 
es, eine Konfiguration zu finden. 
Das Eingabewort wird abgearbeitet und am Endzustand errechnet. Nur wenn alle Konfigurationsfol-
gen, bei denen das Wort abgearbeitet wird, nicht in einem Endzustand enden, dann wird das Wort 
nicht akzeptiert. 



Theoretische Informatik I 
Georg Fischer Informatik Diplom, Semester 1 28.06.03 

- 14 - 

akzeptiertwwirddannFRRws
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δ
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Beispiel: w = 1100011 
( ) ( )

( ) ( ) ( )

{ }
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )εδδδ

δδδδδδδ
δδδ

δ

},,{1},,,{11},,,,{

011},,,{011,},{011),0,()0,(011),0,(

...0011},{00011}{100011}{

1100011},{}{

30
*

320
*

3210
*

210
*

210
*

10
*

1,0

*

10
*

0
*

0
*

00
*

sssssssss

sssssssss

ssss

sws

U
sss

===

=∪=∪==

=∆=

==

∈

 

Allgemein gilt: 
{ }{}),(, 0

**
)( ≠∩Σ∈= FwswL A δ  

Fragestellungen: 

NFADFA

NFADFA
?

?

⊆

=

Σ

Σ  

Gegeben sei ein deterministischer, endlicher Automat A = (Σ, S, δ, s0, F) sowie ein nicht-
deterministischer, endlicher Automat And = (Σ, S, δnd, {s0}, F) 

ndsasa δ∈Σ∈ )',,( , genau dann wenn ( ) ', sas =δ  
Es gilt )()( AndA LL = , daher ΣΣ ⊆ NFADFA  

{ }1,0

?

=Σ
⊆ ΣΣ DFANFA

 

L1 mit deterministischem Automat beschreiben 
a) Zweistellige Zahlen 0,1, Startwert 11, Endwert = alles mit einer 0 vorne: 

 

s0 

11 

1 

s1 

10 
0 

s2 

01 

1 

1 

0 s3 

00 

0 

1 

0 
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b) Dreistellige Zahlen, Startwert: 111, Endwert = alles mit einer 0 vorne 

 
{ } { } { }( )76540765432101 ,,,,,,,,,,,,,,1,0 sssssssssssssA d δ=  

Algorithmus zur Konstruktion: 
Gegeben: Ein nicht-deterministischer Automat A = (Σ, S, δ, s0, F), δ = S x Σ à  P(S) 
Konstruiere einen deterministischen Automaten Ad mit L(A) = L(Ad). 
Zustandsmenge an Ad: P(S) 
Startzustand: S0 (Menge der Startzustände von A 
Menge der Endzustände: { }{}|: ≠∩⊆= FRSRFd  

( )d
s

dd

RS
d

FSsSPA

asUaR

aSR

==Σ=

=
Σ∈⊆

∈

00,),(,

),(),(
,

δ

δδ  

Beispiel: Wir verwenden die Konstruktion auf A1 an Lx nach unserem oben abgebildetem Automaten: 
1.  { }( ) { }

{ }( ) { }00

00

1,

,0,

ss

sss

d

sd

=
=

δ
δ

 

2.  { }( ) { }
{ }( ) { }2010

2010

,1,,

,,0,,

ssss

sssss

d

sd

=
=

δ
δ

 

3.  { }( ) { }
{ }( ) { }320210

320210

,,1,,,

,,,0,,,

ssssss

sssssss

d

sd

=
=

δ
δ

 

4.  { }( ) { }
{ }( ) { }30210

31020

,1,,

,,0,,

ssss

sssss

d

sd

=
=

δ
δ

 

5.  { }( ) { }
{ }( ) { }3203210

3203210

,,1,,,,

,,,0,,,,

sssssss

ssssssss

d

sd

=
=

δ
δ

 

6.  { }( ) { }
{ }( ) { }30320

30320

,1,,,

,,0,,,

sssss

ssssss

d

sd

=
=

δ
δ

 

7.  { }( ) { }
{ }( ) { }20310

20310

,1,,,

,,0,,,

sssss

ssssss

d

sd

=
=

δ
δ

 

8.  { }( ) { }
{ }( ) { }030

1030

1,,

,0,,

sss

ssss

d

d

=
=

δ
δ

 

s0 
111 

s1 
110 

0 

1 

s2 
100 

0 

s3 
101 

1 

s4 
000 

0 

s5 
001 

1 

s6 
011 

1 
1 

0 

1 

1 

0 

s7 
010 

0 

1 
0 

0 
0 

0 
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{ }

{ } { } { } { }{ }
( )dddd

d

d

d

FsSPA

ssssssssssssF

ss

,,),(,

,,,,,,,,,,,

0

321032031030

00

δ

δ

Σ

=
 

Endliche Automaten mit εεεε-Übergängen 

 
Beispiel: 

{ }0,,|,, ≥= kjicbaL kji
abc  

 
{ } { } { } { }( )20210 ,,,,,,,, ssssscbaAabc δ=  

Definition: 
Ein endlicher ε-Automat ist definiert durch A = (Σ, S, δ, s0, F) 
Σ = Eingabealphabet 
S = endliche Menge von Zuständen 
S0 = Menge von Startzuständen 
F = Menge von Endzuständen 
δ = Zustandsüberführungsfunktion ( { }( ) SS ×∪Σ×⊆ εδ ) 
  Mögliche Übergänge: ( ) ( )',,,',, sssas ε  
Konfiguration: 

( )
'

, *

kk
wwsk

�

Σ∈=  

{s0} 

{s0,s1} 

0 

1 

{s0…s2} 0 

{s0,s2} 

 

1 

{s0…s3} 

 

0 

{s0,s2, 
s3} 

1 

{s0,s3} 

 

1 
1 

0 

1 

1 

0 

{s0,s1, 
s3} 

 

0 

1 
0 

0 
0 

0 

si si 
ε 

s0 

a 

s1 

b 

s2 

c 

ε ε 
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( ) ( )wsaws ,', �  genau dann, wenn ( ) { }εδ ∪Σ∈∈ asas ',,  
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Sprache eines εεεε-Automaten: 
( ) ( ) ( ){ }FsSsswswL ∈∈Σ∈= ,,,,| 00

*
0

*
1 ε�  

Beispiel: 
ΣFAε  = Klasse der Sprachen über Σ, die von einem ε-Automaten akzeptiert werden 

Satz: 
)( ΣΣΣ == DFANFAFAε  

⊇ gilt, da alle Übergänge, die ein nicht-deterministischer Automat erlaubt, auch mit ε-Automaten mög-
lich sind. „⊆“ Elimination der ε-Übergänge. 
Algorithmus zur Elimination der εεεε-Übergänge: 
Sei A = (Σ, S, δ, s0, F) ein beliebiger ε-Automat gegeben. 
1. Transfprmiere A in einen Automaten A1 mit genau einem Startzustand s0 und einem Endzustand f 

 
A1 = (Σ, S1, δ1, s0, F) 

{ }
( ){ } ( ){ }101

001

|,,|,,

,,,

FsfsSsss

SfswobeifsSS

∈∪∈∪=
∉∪=

εεδδ
 

2. Elimination von ε-Zyklen 

 
ε-Zyklus: Folge von Zuständen s1, s2,…,sn, sm mit: 
( ) ( ) ( ) δεδεδε ∈∈∈ mnns ssssss ,....,, ,1  

s1 und sm werden aus der Zustandsmenge S herausgenommen und durch einen Zustand sε ersetzt. 
Alle Übergänge von oder zu einem der Übergänge s1 und sm werden jetzt auf sε gerichtet à  A2 

3. Ergänze, wie im folgendem, solche Übergänge, bis keine neuen mehr hinzukommen können à  A3 

 
4. Endzustandsmenge ( ) ( ){ }εε ,,|:' *

3 ftStF �∈= , dann kann f eliminiert werden und es können alle 
ε-Übergänge eliminiert werden à  A4 

Es gilt: ( ) ( ) ( ) ( )4321 ALALALAL ===  
Satz: ΣΣΣ == FANFADFA ε  

si sj sk ε a 

a 

s0 f 

ε 

ε 

ε 

ε 

ε 

ε 

s1 s2 sm ε ε 

ε 
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Beispiel hierfür noch: 

 
{ } { } { }0|0|0| ≥°≥°≥= kcjbiaL kji

abc  

 
Verallgemeinerte, endliche Automaten 

 
ΣΣΣΣ === FANFADFAGFA ε  

Minimierung von deterministischen, endlichen Automaten 
Definition: 
L sei eine reguläre Sprache über Σ; A sei ein deterministischer, endlicher Automat über Σ, der L ak-
zeptiert: L(A) = L 
A heißt minimaler Automat, falls es keinen Automaten A’ mit weniger Zuständen gibt, der L akzep-
tiert. 
Zu jeder Sprache L gibt es einen minimalen Automaten und der minimale Automat ist eindeutig bis 
auf die Bezeichnung der Zustände. 
Äquivalenz: A1, A2 sind äquivalent, wenn zwei Automaten die gleiche Sprache beschreiben (L(A1) = 
L(A2)) 

Isomorphie von endlichen Automaten 
Zwei Automaten sind isomorph, wenn sie „gleich“ sind, bis auf die Bezeichnung der Zustände. 
Definition 
A1 = (Σ1, S1, δ1, s0, F1) und A2 = (Σ2, S2, δ1, s0, F2) seien endliche Automaten über Σ mit 21 SS =  
(gleiche Anzahl von Zuständen). 
A1 und A2 heißen isomorph, wenn es eine bijektive Abbildung f:=S1 à  S2 gibt = „Umbenennung“ mit 
( ) ( )( ) ( )( )( )asfsasf ,',* 21 δδ ⇐�  für alle Σ∈∈ aSs ,  und (**) 

( ) 21 FFf =  
Wir schreiben: 21 AA ≅  

s0 s2 a,b,c 

s0 

a 

s1 

b 

s2 

c 

ε ε 

s0 s0 s0 

a b c 

ε ε 

b c 

c 

Schritt 1 und 2 unnötig 
rot = Schritt 3 
blau = Schritt 4 
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gUmgenennun
SxS
ff

SxS

A

A

←
→Σ

↓↓
→Σ

22

11

2

1

1

1

///
δ

δ

, /// = Diagramm kommudiert 

S1 S2 

s0 

s0 

s0 

a 

b 

start 

sa 

sb 

a 

b 
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Algorithmus zum Erzeugen eines minimalen Automaten 
Gegeben: Ein deterministischer, endlicher Automat A = (Σ, S, δ, s0, F) 
Wir konstruieren schrittweise einen minimalen Automat Amin mit L(A) = L(Amin) 
πi = (Si1,…,Sik1) 
Sij sind Teilmengen von S 
πi ist eine Zerlegung von S, übergehen zu πi+1, eine neue Zerlegung, die höchstens „feiner“ ist als πi. 
1. Schritt π1 = (S11, S12) 

S11 = F (Menge der Endzustände) 
S12 = S – F (alle übrigen Zustände) 

2. Schritt πi = (S11, …, Siki) 
Wir erzeugen πi+1: 
s,s’ aus einem Block in πi gehören auch in πi+1 zu einem Block, falls für alle möglichen 
Eingaben (a ∈ Σ, s,s’ ∈ S) δ (s,a) und δ (s’,a) in einem Block liegen 

3. Schritt – Falls πi+1 = πi, dann ist π1 die Zustandsmenge von Amin 
– Falls πi+1 ≠ πi, so wird der Algorithmus mit πi+1 im Schritt 2 fortgesetzt 

Beispiel hierfür: A = ({0,1}, {s0, s1, s2, s3, s4}, δ, s0, {s3, s4}) 

 
1. Schritt: π1 = (S11, S12) = ({s3, s4), {s0, s1, s2}) 
2. Schritt: Zustandstabelle 
 Wenn eine 0 oder eine 1 folgt, 

kommt man von welchem Zu-
stand in welche Zustandsmenge? 

 S11 S12 

 s3 s4 s0 s1 s2 

0 S12 S12 S12 S12 S12 

1 S11 S11 S12 S11 S11 

 � π2 = (S21, S22, S23) 
S21 = {s3, s4}, S22 = {s1, s2}S23 = 
{s0} 
 S21 S22 S23 

 s3 s4 s1 s2 s0 

0 S22 S22 S22 S22 S22 

1 S21 S21 S21 S21 S22 

  
3. Schritt: Amin = {0,1}, {S21, S22, S23}, δmin, S23, {S21} 

s0 

s1 

s2 

s3 

s4 

0 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 1 

S23 S22 S21 0,1 

0 

1 

1 

0 
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Teilworterkennung 
Gegeben: Irgendein Text w  (w ∈ Σ*) 
Gesucht: Alle Stellen, an denen ein Teilstring v in W vorkommt 
Pattern-Matching: 
pm: Σ* x Σ* à  P(N0) 
w,v ∈ Σ*    pm(w,v) = {i | substr (w,i,i+1+|v|-1)=v} 
|v| = Länge von v; i = Indizes, in denen v vorkommt 
Beispiel: 
pm = (aabaaa, aa) = {1,4,5} (An den Stellen 1, 4 und 5 des Wortes kommt aa vor) 
Algorithmen für pm: 
w = w1,…,wk wi, vj ∈ Σ 1 ≤ i ≤ k 
vi = v1,…, vl  1 ≤ j ≤ l 
 
durchlaufe w von w1 bis wk-l+1 
prüfe für jedes wi     1 ≤ i ≤ k-l+1 
 ob wi … wi+l-1 = v1..vl 
 falls ja: i kleinster Wert von pm(w,v) 
     nein: Schleife weiter durchlaufen 
 vi..vl 
 w1..wi-1     wi+l-1..wk 
 wi..wi+l-1 
 For i = 1 to k-l+1 do 
     ng:=true 
     j ≤ 1 
     while (j ≤ l) and ng do 
       if wi+j-1 ≠ vj then ng:false 
        else j:=j+1 
       end if 
     od 
     if ng then write 
(´v kommt an der Stelle ´, i, ´ vor´) 
end 

Aufwandsabschätzung 
(k – l + 1) • l 
l << k: (k – l + 1) • l ≈ k • l = |w| • |v| 
Effizienter mit Automaten: 
Ausgangspunkt: Av 

 
Diesen Automaten vervollständigen zu einem neuem Av, sodass folgendes gilt: 
Verarbeitet Av die Eingabe w_ w1,…,wk, dann ist Av genau im Zustand j (1 ≤ j ≤ l), wenn die letzten j 
von Av eingelesenen Buchstaben von w mit dem ersten j-Buchstaben von v übereinstimmen (und es 
keinen Index > j mit dieser Eigenschaft gibt). w = w1,…,wi+1; vi,…,vj | wi+j…wk 
Av liest den nächsten Buchstaben wi+j 
1. wi+j = wj+1 à  Av geht in den Zustand „j+1“ über 

0 1 2 l 

Σ - {v1} 

v v … vl 
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2. wi+j ≠ wj+1 à  Av geht über in einen Zustand „R“; = kleiner als j+1, wobei R die größte Zahl ist, 
sodass v1…vR Suffix von v1,…,vi   wi+j 
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Zustand 1: nächstes Zeichen: 1 

Suffix Präfix  
1 
11 
111 

1 
10 
101 

ß  Übereinstimmung 
 
ß  Übereinstimmung 

 

Zustand 2: nächstes Zeichen: 0 
Zustand 3: nächstes Zeichen: 1 
Zustand 4: nächstes Zeichen: 0 
Zustand 5: nächstes Zeichen: 0 
 nächstes Zeichen: 1 

Aufwand für den Algorithmus: 
1. Aufstellen von Av: Konstante definiertenäher nicht  eineist  C  ;

2
vC •  

2. Abarbeiten von w: w  

Zusammen ergibt das wvC +• 2
 falls wwv ≈<<<< :  

• Konkatenation (Zusammenfügung) 
| Selektion (Auswahl) 
⊗ Wiederholung 

Λ Null-Operator 
Ε Eins-Operator 
[ ] Klammern 

Reguläre Ausdrücke (Syntax) 
Σ = Alphabet 
Die Menge der regulären Ausdrücke Rexp Σ ist genau die Menge de Wörter über { }][,|,,,, ⊗•ΕΛ∪Σ , die 
mit Hilfe folgender Regeln gebildet werden. 
1. Σ∈Λ  expR  

2. Σ∈Ε  expR  

3. Σ∈=Σ∈  expRaa  

4. Σ∈  expR,βα  

Σ
⊗

Σ

Σ

∈

∈

∈•

 exp

 exp

 exp

R c)

R  ] | [ b)

R][  a)

α

βα
βα

 

Beispiel: { }1,0=Σ  wegen der Regeln 
3.: Σ∈  expR1 0,  

4.b.: [ ] Σ∈  expR1|0  

4.c.: [ ][ ] Σ
⊗ ∈•  expR1|00  

also [ ][ ]⊗•= 1|00χ  ist regulärer Ausdruck über Σ 

Formale Definition von der Bedeutung eines regulären Ausdrucks (Semantik) ( )*
 expR: Σ→Σ PL  

1. ( ) {}=ΛL  
2. ( ) { }ε=EL  
3. ( ) { }aaLa =Σ∈ ;  

4. ( ) ( )βαβα LL ,R,  exp →∈ Σ  

a. [ ]( ) ( ) ( )βαβα LLL �=•  
b. [ ]( ) ( ) ( )βαβα LLL ∪=|  

c. [ ]( ) ( )*αα LL =⊗  à   

( )Produkt-Stern-Kleene
0

* �
>

=
n

nLL

0 1 2 3 4 5 1 1 1 0 0 

0 1 

0 

1 

0 
0 
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Beispiel: 
( ) { }
( ) { }
[ ]( ) ( ) ( ) { } { } { }
[ ]( ) [ ]( ) { }

[ ]( ) ( ) [ ]( ) { } { } { }{ }***

**

1|001,001|001|00

1,01|01|0

1,010101|0
11
00

===•

==

=∪=∪=
=
=

⊗

⊗

�� LLL

LL

LLL

L

L

 

In der Praxis interessiert uns nur die Semantik zusammen mit der Syntax: 
• à  ° (oder weglassen) 
Ε à  ε 
Λ à  {}, ∅ 

⊗ à  * 
[ ] à  ( ) 
nur | wird nicht ersetzt 

Also: [ ][ ]⊗• 1|00  wird zu ( )( )*1|00  
Definition: 

Ausdrückeregulärer  (Semantik)tion Interpreta die  L

R  
Alphabet �

 exp

=

∈
=

Σα  

• Dann heißt ( )αL  die von α definierte Sprache 
• Zwei reguläre Ausdrücke heißen äquivalent, falls ( ) ( )βα LL =  
• =

�RexpL Sprachenn definierte über  Ausdrücke reguläredurch der  Klasse Σ  

Rechenregeln: 
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
{ } ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( )�

�

�

0

**.)4

.)3

.)2
||.)1

||
||

≥

==

∅=∅
∅•≡∅≡•∅

=
•≡≡•

∅≡≡∅
=

≡

n

nLLL

LLL

LL

LL

ααα
α

αα
ααα

εαααε
ααα

αββα
αββα
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Anwendung: Eingabefeld für Ein- und Auszahlungen auf einem Bankkonto: 
• Währungskennzeichen: EUR, CHF, SEK 
• Betrag: 

o Kann mit + oder – beginnen 
o Ganzzahliger Dezimalteil, durch Punkt getrennt 
o Dezimalteil genau drei Stellen 
o Ganzzahliger Anteil soll beliebig lang sein dürfen 
o Dezimalteil kann fehlen 
o falls er fehlt, wird kein Punkt verwendet 

ΣexpR : Zahlung; ( )ZahlungL  soll alle zulässigen Eingaben umfassen 
Zahlung: Währungskennzeichen ° Vorzeichen ° Betrag 
Währungskennzeichen = (EUR | CHF | SEK) 
Vorzeichen = (+ | – | ε) 
Betrag = (ganzzahliger Anteil ° (ε | (. | Dezimalteil)) 
Ganzzahliger Anteil = (0 | (1 .. 9) ° (0 .. 9)*) 
Dezimalteil = ((0 | .. | 9) ° (0 | .. | 9)) 
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Rechenregeln für regressive Ausdrücke: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )αβαββαβα

αββααββα
βα

||L
:Beweis ;oder  oder   ||

, exp

LLLLL

R

=∪=∪=
==

∈ Σ

 

Assoziativität: 
( )( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( )χβαχβαχβα

χβαχβαχβα
°°≡°°=°°

≡= ||||||
 

Distributivgesetz: 
( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( )( )χαβαχβα
χβχαχβα

°°=°
°°=°

||
||

 

( )

( )
( )

( ) .|

. Wortleeres ohne 

.{}

.|

*

*

*

*

αεα
α

ααα
ααα

ε

ααα

=

=

=°
=°

=

≡

+

+

+

+

Beispiel: 
^ [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }49-0.\2,190.\2,190 −− $ 
Dient zur Datumsausgabe. 
Rechts einige Beispiele, die sich mit dem oben 
genanntem Codebeispiel ausgeben ließen: 

12.12.2003 
1.3.1845 
17.3.1924 
aber auch 99.14.9995 

Metazeichen: grep (= globaly search for regular expressions and print) 
. = Beliebiges Zeichen 
\. = Escape à  Dezimalpunkt 
.+ = Beliebige Anzahl von Zeichen, jedoch mindestens eines 
.* = Beliebige Anzahl von Zeichen (entweder keines oder mehr als Null) 
{x} = X-fache Wiederholung 
{x,y} = N-fache Wiederholung, wobei n ein Wert zwischen x und y ist 
[abc] = [a | b | c]; alternative Schreibweise: [a – z], [0 – 9], [A – Z] 
^ = Zeilenanfang 
$ = Zeilenende 
Beispiel: 
grep ^[aeion]*$’ /usr/loca/bin/file 
Perl (Practical Extraction and Report Language) 

( ) ( )ΣΣΣΣΣ ==== FANFADFARRL rr εexpexp  

Satz: Zu jedem endlichem Automaten A über Σ gibt es einen regulären Ausdruck α über Σ, sodass 
( ) ( )αLAL =  

Satz: Zu jedem regulärem Ausdruck α über Σ existiert ein endlicher Automate A über Σ, sodass 
( ) ( )ALL =α  

Beweis: Konstruiere ε-Automaten 
1. {}=α  

{ }( ){},{},,, 00 ssA Σ=  
Keine Skizzierung eines Automaten möglich 

2. εα =  
{ } { }( )000 ,{},,, sssA Σ=  

 
s0 
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3. Σ∈= aa;α  
{ } { } { }( )101010 ,,,,,,, sssasssA Σ=  

 
4. Σ∈ exp, Rχβ  

mit B, C seien ε-Automaten mit ( ) ( ) ( ) ( )χβ LCLLBL ==  und  

{ }( )
{ }( )C

f
C

CC

B
f

B
BB

ssSC

ssSB

,,,,

,,,,

0

0

δ

δ

Σ=

Σ=
 

B und C sollen nun je einen Start- und Endzustand sowie disjunkte Zustandsmengen 
( ){}=∩ CB SS  besitzen 

a. χβα °=  

{ } { }( )
( ) ( ) ( )CLBLAL

ssssSSA C
f

BC
f

B
fCBCB

°=

∪∪∪Σ= ,,,,,, 0εδδ
 

Reihenschaltung von B und C 

 
b. χβα |=  

 

 

s0 s1 
a 

s0
B sf

B s0
C sf

C ε 

B C 

s0
A 

s0
B 

s0
C 

sf
B 

sf
C 

sf
A 

B 
 
 
 
 
 

C 

ε 
 
 
 
 
ε 

ε 
 
 
 
 
ε 

a. { } ( ) ( ) ( ) ( ){ } {(
( ) ( ) ( )CLBLAL

ssssssssssssSSA

SSss
A

f
AA

f
C

f
A

f
B

f
CABA

CB
A

f
A

CB

CB
A

f
A

∪=

∪∪∪∪Σ=

∪∈

,,,,,,,,,,,,,,,,

,

000000

0

εεεεδδ
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c. *βα =  

{ } ( ) ( ) ( ) ( ){ } { }( )
( ) ( )*

000000 ,,,,,,,,,,,,,,,,

BLAL

ssssssssssssSSA A
f

AA
f

C
f

A
f

B
f

CABA
B

A
f

A
CB

=

∪∪∪Σ= εεεεδ
 

 

Scanner: 
P,αααα ( )αLwneinjaw ∈→Σ∈ ;/*  
Scannergenerator: αας PS →⋅  

Beispiel: ( )( )*1|0|0=α  

 

s0
A s0

B sf
B 

sf
A 

B 
ε 

ε 
 
 
 
ε 

ε 

00 =α  
s0 s1 

0 

01 =α  s2 s3 
0 

12 =α  s4 s5 
1 

( )1|03 =α  
s8 s6 

s2 

s4 

s3 

s5 

s7 s9 

ε 

ε 

ε 

ε 

ε 

0 
 
 
 
 
1 

( )*
4 1|0=α  
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Grammatiken 
Endliche Automaten: „Akzeptierende“ 
Reguläre Ausdrücke: „beschreibende“ 
Grammatik: „erzeugende“ 
Beispiel: 

{ } { }( )
( )

n werdendurchlaufe mehrmalsauch  darf sregelProduktion Eine y;durch rden ersetzt we darfx 
1,0,1,0,0,1,0sregelProduktion

,,,,,1,0

=→
→→→→→→→=

=

yx

BBBABAASSSSSP

SPBASG

 

S à  01S à  010A à  0101B à  01010 � 01010 ∈ L(G) 

Definition: rechtslineare Grammatiken 

( )SPNG ,,,Σ=  
Σ = Terminalalphabet 
N = Nicht-Terminalalphabet (Disjunkt von Σ) 
P ⊆ N × (ΣN ∪ Σ ∪ {ε}) endliche Menge von Paaren 
S ∈ N (Startsymbol) 
 
p ∈ P; p = (l, ) rl →=̂  Produktion oder Regel 
 
Ableitungsschritt 

{ }

{ }( )ε

ε

∪Σ×Σ�⊆
∈→�

∪Σ∪Σ∈∈Σ∈

NN

PwAuwuA

NwNAu

**

*

 wenn dann,genau    

,,

 

Ableitung: 
Reflexive, transitive Hülle von � : �* 

( ) { }wSwL G
** | �Σ∈=  

Bezeichnung: 
Eine Sprache L ⊆ Σ* heißt rechtslinear, wenn es eine rechtslineare Grammatik G über Σ gibt mit 
L(G) = L. Es können folgende Arten von Regeln auftreten: ( )Σ∈∈ aNBA ,,  
1. aBA →  2. aA →  3. ε→A  
Vereinfachung von Grammatiken: 
1. Regeln der Bauart 2 können vermieden werden 

ε=→
→

CCaCA

aA

neu ;           
 

2. Nur eine bzw. zwei Regeln der Bauart 3 werden benötigt. Falls ( )gL∈ε , genügt eine Regel der 

Bauart 3, sonst zusätzliche: ε→S  
Nehmen wir an, in einer Grammatik kommen unter anderem vor: 

kkk BaA

BaA

→
→ 111 rdenersetzt wenicht können Regeln 1

TaA

TaA

kk

k

=
=

 

εε
ε

T
B

B

k �
�
�

→
→1  
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Definition: linkslineare Grammatiken 

Einziger Unterschied zu rechtslinearen Grammatiken: { }( )ε∪Σ∪Σ×⊆ NNP  
Beispiel: { } { }( )SPBASG ,,,,,1,0=  

{ }
010100101000100100000

1,0,1,0,0,1,0
→→→→→�

→→→→→→→=
BASSSS

BBBABAASSSSSP
 

Bezeichnungen: 
LiLΣ = Klasse der linkslinearen Sprache über Σ 
ReLΣ = Klasse der rechtslinearen Sprache über Σ 
Es sei G eine rechtslineare Grammatik, dann gibt es eine linkslineare Grammatik G’ mit 

( ) ( )( )'GLSPL G =  ß  = Spiegelung 
Zu jeder Regel A à  aB in G ersetzen wir durch A à  ba in G’ 
Satz: Zu jeder rechtslinearen Grammatik G gibt es eine linkslineare Grammatik G’ mit ( ) ( )'GG LL =  und 

umgekehrt, also ReLΣ = LiLΣ 
Beweis: 
Sei ( )SPNG ,,,Σ=  eine rechtslineare Grammatik, die nur Regeln der Bauart 1 (A à  B0) und eine 
ε-Regel T à  ε enthält. Evtl. zusätzlich S à  ε, falls ε ∈ L(G). 
Wir geben ein allgemeines Verfahren an, wie G in eine äquivalente linkslineare Grammatik verwandelt 
werden kann. 
G = Wortaufbau von links nach rechts 
G’ = Wortaufbau von rechts nach links 
Ergebnis sollen die gleichen Wörter (!) sein und nicht das gespiegelte. 
Jede Ableitung in G endet mit T à  ε 
In G’: T wird Startsymbol, T à  ε wird eliminiert, außer für den Fall, dass ε ∈ L(G), dann behalten wir 
T à  ε bei (d.h. es wird von hinten nach vorne das Wort aufgebaut). 
Ferner wird aus A à  aB in G à  
B à  Aa in G’, da B erzeugt werden muss. 
Als terminierende Regel gilt: S à  ε 
Beispiel (Fortsetzung): 
Wir konstruieren eine linkslineare Grammatik G’. C à  ε wird eliminiert 

{ } { }( )
{ }ε→→→→→→→→=

=
SSSSSSAABABBCBCP

CPCBASG

,1,0,0,1,0,01,1'
,',,,,,1,0'

 

Bezeichnung: 
LiLΣ = ReLΣ 
Typ-3-Grammatiken: rechts- oder linkslinear 
Typ-3-Sprachen: LiLΣ = ReLΣ = Typ3Σ 
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DOS: dir a*.exe 
UNIX: ls a*b.exe 

 
Äquivalenz von Typ3-Grammatiken und endlichen Automaten. 
Satz: Zu jeder Typ3-Grammatik G über dem Terminalalphabet Σ gibt es einen endlichen Automaten A 
über Σ mit L(G) = L(A) 
Beweis/Algorithmus: 
Sei ( )SPNG ,,,Σ=  eine rechtslineare Grammatik. Wir konstruieren einen endlichen Automaten 

{ }( ) { } { }( )fPBNBFFSfNA ∪∈→∈=∪Σ= εδ |;,,,,  
Zustandsübergänge aus den Produktionen herleiten: 
1. ( ) δ∈�∈→ CbAPbCA ,,ergibt  
2. ( ) δ∈�∈→ faAPaA ,,ergibt  
3. P∈→ εB  ist schon berücksichtigt durch die Definition von f in Schritt 2. 
Also ergibt sich insgesamt ( ){ } ( ){ }PaAfaAPbCACbA ∈→∪∈→= |,,|,,δ  
Beispiel: 

{ } { }( )

{ } { } { }( )fSfCBSA

CCCB

CBBS

SSSS

P

SPCBSG

,,,,,,,1,0

1,0,1
,0,0

,1,0

,,,,,1,0

δ=

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�

→→→
→→
→→

=

=

 

 

Satz: Zu jedem endlichem Automaten A über Σ gibt es eine rechtslineare Grammatik G über Σ mit 
L(A) = L(G) 
Beweis/Algorithmus: 

( )FsSA ,,,, 0δΣ=  sei ein endlicher Automat. Wir konstruieren ( )0,,, sPSG Σ=  
1. ( ) Passsas ∈→�= 'ergibt ',δ  
2. PsFs ∈→�∈ εergibt  
Also ergibt sich zusammen ( ){ } { }FsssasassP ∈→∪=→= |',|' εδ  

( )ΣΣΣΣΣΣ ===== exp3Re LRFANFADFATYPg ε  

s0 s1 s2 s3 s4 s5 
a 

ASCII 

. e x e 

s0 s1 s3 s4 s5 s6 
a 

ASCII 

. e x e s2 
b 

UNIX 

DOS 

S B C ε 

0,1 

0 0,1 0,1 
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Pumping Lemma für reguläre Sprachen 

( ) { }0|, 1 ≥==Σ kbaLba kk  
Sprachen: 

 
Wir werden zeigen, dass für L1 das Pumping Lemma nicht gilt. 
Satz: Σ∈ gL Re , dann gibt es ein Nn ∈ , sodass sich alle mxLx ≥∈ mit     zerlegen lassen in: 
x = uvw mit: 
1. 1≥v  2. nuv ≤  3. NiLwuvi ∈∈   allefür   

Beweis: Σ∈∈ GRL  
Es gibt einen endlichen Automaten A mit L(A) = L. n sei die Anzahl der Zustände von A. 

Σ∈>=≥∈ im xnmxxxnxLx ...;mit    1  

Da ( )ALx ∈ , gibt es eine Folge von Zustandsübergängen: 

( ) 10, 11 −≤≤= ++ misxs iiiδ  mit s0 = Startzustand, sm = Endzustand. 

mn sssss ≤
+

�������
 Zustände viele1n min.

210 ,...,,,  

Es gibt ein j und ein k mit kj ssnkj =≤<≤ ;0  

 
Wähle u,v,w 

m1

k1

j1

 xbis 

 xbis 

 xbis 

+

+

=

=

=

k

j

xw

xv

xu

 

Zu zeigen: 
1. k  j da gilt,  1 <≥v  

2. n k  da gilt,  <≤ nuv  

3. ( ) onKonstruktiper gilt   A
i Lwuv ∈  

s0 s1 sj x1 xj xj+1 sj+1 

… 
xk 

= sk 

… sm 
xm 

xk+1 

 
RegΣ 

L 

für die das 
Pumping-
Lemma gilt 
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{ }0|1 ≥= kbaL kk  
Annahme: Σ∈ gL Re1 , dann würde L1 das Pumping Lemma erfüllen; es gibt ein n, sodass für alle 
Wörter 1Lx ∈  mit nx ≥  gilt: „Ich kann x zerlegen in x = uvw mit“: 

01  allefür  

1

NiLwuv

nuv

v

i ∈∈

≤

≥

 

Wir wählen ein bestimmtes Wort mit nm ≥  à  nmmit  ≥= mmbax  à  
nmmbax mm ≥>== 2  à  erfüllt 

Nach dem Pumping Lemma kann uv so gewählt werden, dass nuv ≤ , also bestehen u und v nur aus 
dem Buchstaben a. 
(1) pau =  (2) nqpqav q ≤+≥= ;1mit    (3) mrbaw =
� mrqp =++  

	 	 ���
w

mr

v

q

u

p baaax +++=  

Wähle z.B.: i = 0 à  mrpLbaawuv mrp ≠+∉=     weil1
0  

Ergebnis: Die Annahme Σ∈ gL Re1  ist falsch. 
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Endliche Maschinen 
Beispiel unseres Schwimmbadautomaten vom Anfang: 

 
Ausgabe: 
Eintrittskarte und Wechselgeld: Karte, Karte + 50, Karte + 100, Karte + 150 
Noch zu zahlender Betrag: -50, -100, -150, -200 
Ausgabealphabet: { }150,100,50,,200,150,100,50 +++−−−−=∆ KarteKarteKarteKarte  
Eingabealphabet: { }nehmen Karte∪Σ  
Ausgabefunktion: ( ) ∆∈Σ∈∈=∆→Σ× baSsbasS ;;,;: λλ  

λ 50 100 200 Karte nehmen 
start -150 -100 Karte - 
s50 -100 -50 Karte + 50 - 
s100 -50 Karte Karte + 100 - 
s150 Karte Karte + 50 Karte + 150 - 
s200 - - - -200 (und zurück zum Start 

( )
( ) ∆∈=

=
bbas

sas

;,
',

λ
δ

 

S50 

S100 

S150 

S200 

Start 

+ 50 ct 

+ 1 € 

+ 2 € 

+ 50 ct 

+ 1 € 

+ 50 ct 

+ 50 ct 
+ 1 € 
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Erweiterung unseres Schwimmbadautomaten um „Ausgabewerte“ gemäß der Tabelle: 

 
 
Definition: (Mealy-Maschinen) { }0,,,,, sSM λδ∆Σ=  
Σ Eingabealphabet 
∆ Ausgabealphabet 
S Endliche Zustandsmenge 
δ Zustandsüberführungsfunktion SS →Σ×=δ  
λ Ausgabefunktion ∆→Σ×= Sλ  
s0 Startzustand 

S50 

S150 

S200 

start 

+ 50 ct/ 
-150 

+ 1 €/ 
-100 

+ 2 €/ 
Karte 

+ 50 ct/ 
-100 

+ 1 €/ 
-50 

+ 50 ct/ 
-50 

+ 50 ct/ 
Karte 
+ 1 €/ 
Karte + 50 
+ 2 €/ 
Karte + 150 

+ 1 €/ 
Karte 
+ 2 €/ 
Karte + 100 

S100 

+ 2 €/ 
Karte + 50 

- 2 €/ 
Karte nehmen 
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Beispiel: 
{ } { }
{ } �

�
�

�
�
� +++−−−−

=
startssssstart

M swim ,,,,,,,
150Karte,100Karte,50Karte,Karte,200,150,100,50,nehmen Karte,200,100,50

20015010050 λδ

 
Eingabewörter werden in Ausgabewörter transformiert. 
Konfiguration: 

( )

tes;Ausgabewor desPräfix  erzeugtesBisher   w
Eingabe;der Suffix  itendeszu verarbenoch    vZustand;aktueller s

,, **

=
==

∆×Σ×∈= Swvsk

 

Konfigurationsübergang: 
( ) ( )wbvswavs ,,',, �  genau dann, wenn ( ) ( ) bassas == ,;', λδ  

*�  sei wieder reflexive, transitive Hülle von �  
Beispiel: Mswim 
( ) ( ) ( ) ( )5015050  Karte,,50150,100,150,100100,,10010050, 200150500 −−+−−− εε ssss ���  
Berechnung von Mealy-Auromaten: 

** ∆→Σ=nf  
Ausgabefunktion λ erweitern: 

( )
( )
( ) ( ) ( )[ ]( )vasasavs

s

S

,,,,

,
**

*

***

δλλλ
εελ

λ

°=
→

∆→Σ×

 

Definition: Zu einer beliebigen Mealy-Maschine { }0,,,,, sSM λδ∆Σ=   

Die Funktion ** ∆→Σ=nf  definiert durch ( ) ( )xsxfn ,0
*λ=  heißt „die von M berechnete 

(Wort)Funktion“. 
Beispiel: ( ) ( ) ( )50  Karte,50,15010010050,100,100,50; 0

* +−−=== sfM mswimmswim λ  

a 

u v 

Σ 

λ 

δ 

∆ 

S 

w 

b 

Lesen 

Schreiben 
Ausgabeband 

Eingabeband 

a ∈ Σ 
b ∈ ∆ 
x,u,v ∈ Σ* 
w∈∆* 

x 
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Beispiel: duale Addition 
{ } +++ Σ→Σ×Σ==Σ :;1,0 plus  

plus (x,y) = z genau dann, wenn ( ) ( ) ( )zwertywertxwert =+  

( ) ( ) �
−

=
− ==

1

0
11...

n

i
iin zxxxwertxwert  

xn-1 … x0 = 001110 
ym-1…y0 = 010110 
1. Auffüllen mit Nullen (kursiv dargestellt) 
2. Reihenfolge „spiegeln“, damit LSB (Least significant Bit) zuerst bearbeitet werden kann 
3. Wir führen ein neues Eingabealphabet ein 

{ }11,10,01,00'=Σ , also 

 Werter)(umgedrehter gespiegelt   
00 01 10 11 11 00
00 11 11 10 01 00

010110
001110

←↑�
�
�

LSB
  

Startzustand: S (= Zustand „ohne“ Übertrag) 
Weiterer Zustand: U (= Zustand „mit“ Übertrag) 

Zustand: S S S S U U U U 
Eingabe: 00 01 10 11 00 01 10 11 
Ausgabe: 0 1 1 0 1 0 0 1 
Folgezustand: S S S U S U U U 

 
{ } { } { }( )SUSM add ,,,,,1,0,11,10,01,00 λδ=  

S U 

00/0 
01/1 
10/1 

01/1 
10/1 
11/0 

11/0 

00/1 
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Definition Moore-Maschine: { }0,,,,, sSM λδ∆Σ=  
Σ Eingabealphabet 
∆ Ausgabealphabet 
S Endliche Zustandsmenge 
δ Zustandsüberführungsfunktion SS →Σ×=δ  
λ Ausgabefunktion ∆→= Sλ  
s0 Startzustand 
Konfigurationsübergang: 
( ) ( )wbvswavs ,,',,0 � , falls ( ) ( ) bssas == ';', λδ  
Ausgabe ist bei Moore-Maschine ein Zeichen länger als die Eingabe. 

S50 
-150 

S150
-50 

S200 
Karte 

start 

+ 50 ct 

+ 1 € 

+ 2 € 

+ 50 ct 

+ 1 €/ 
 

+ 50 ct 

+ 50 ct/ 

+ 1 € 

S100
-100 

Karte nehmen 

S250 
Karte + 50 

S300 
Karte + 100 

S350 
Karte + 150 

+ 2 € + 2 € 

+ 2 € 

Karte nehmen 

Karte nehmen 

Karte nehmen 
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Beispiel Moore-Maschine: 
Eingabe: Bitfolge 
Ausgabe: 1, falls der bis dahin gelesene Präfix eine durch drei teilbare Zahl darstellt, sonst 0; 

{ }
( )

( )

( )
3mod2;3mod1;3mod0

...011011010101110110013

|0
03mod...|1

...1...3
3;1,0

210

1

11

**

≡≡≡
=

�
�
� =

=

=
Σ→Σ==Σ

−−

SSS

div

sonst

xxwert
y

yyxxdiv
div

inn
i

nn




 

Zustand S0: 
Der bisherige Präfix stellt eine durch drei teil-
bare Zahl dar. 

11mod32k

gehen S in Zustanddann  ,12ˆ1

bleiben S in Zustanddann  ,2ˆ0
ˆ

1

0

=+
+=

=
=

kU

kU

kU

 

Zustand S1: 

( )
( ) 0

2

3mod032112ˆ1

3mod22212ˆ0
3mod0,1ˆ

SkkU

SkkU

kwobeikU

�≡+=++=
�≡+=+=

≡+=
 

Zustand S2: 

( )
( ) 2

1

3mod252122ˆ1

3mod14222ˆ0
3mod0,2ˆ

SkkU

SkkU

kwobeikU

�≡+=++=
�≡+=+=

≡+=

 
{ } { } { }( )0210 ,,,,,,1,0,1,0 SSSSM λδ=  

Beispiel Prüfbit: 
EmpfängerSender Nachricht → , binär codiert: Σ = {0,1}; Bits können kippen, z.B.: 101…1101 | 0/1 

0, falls Anzahl Einsen gerade ist; 1, falls Anzahl Einsen ungerade ist 
à  Fehlererkennung (ACHTUNG: Keine Fehlerkorrektur) 

{ } ( )
�
�
�

=
+=

=∈
2k  (w,0) anz falls w0,

12k(w,1) anz fallsw1,
;1,0 wpbw  

Mealy-Maschine: 

 
S0 = gerade Anzahl von Einsen 
S1 = ungerade Anzahl von Einsen 

S U 1/1 

1/1 

0/0 0/0 

p/1 

p/0 

S0 S1 S2 

0 

0 

0 

1 

1 

1 
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Kontextfreie Sprachen 
( ) { }

{ } { } { }( )SSaSbSSbaG

baaaSbbaSbS
S

aSbS

L

TYPL

banbaL

nn

nn

,;,,,

...

:Regelnfolgenden mit erzeugen  

3

,;0|

1

1

1

ε
ε

→→=

→→→→�
→

→

∉
=Σ≥=

Σ

 

Definition kontextfreie Sprachen: 
G = (Σ, N, P, S) 
Σ = Eingabealphabet (Terminalzeichen) 
N = Nicht-Terminalzeichen 
P = endliche Produktionsmenge 
S = Startsymbol 
P ⊆ N × (Σ ∪ N)* 
• Eine Sprache L heißt kontextfrei, falls es eine kontextfreie Grammatik G über Σ gibt mit L(G) = L 
• KfSΣ bezeichne die Klasse der kontextfreien Sprachen über Σ 
• TYP2-Grammatiken sind kontextfreie Grammatiken 

TYP2Σ = KfSΣ 
Beispiele: 
Beschreibung von arithmetischen Ausdrücken. Bezeichnung für Variablen/Konstanten: a 
a, a+a, a•a, a•((a+a)/a) 
Terminale: a, (, ), +, –, •, / 
Nicht-Terminale: E (Ausdrücke); O (Operatoren) 

( )

{ } { }( )EPOEaG

O

EE

EOEE

aE

arith ,,,,/,,,),(,,
/|||

•−+=
•−+→

→
→
→

 

))/((
))/((

)/(
)(

)(

aaaE

EOEEE

EEE

EOEE

EE

EE
EOEE

++
+
+
+
+
+

→
→
→
→
→
→
→

 

Beispiel: { } { }( )SPASbaG ,,,,,=  
{

}baSSSbAA

aaASS
P

||
|

→
→

=  

Linksableitungen: 
In jedem Schritt wird das am weitestem links 
stehende Nicht-Terminal ersetzt. 

aabbaa

aabbaS

aabAS

aSbAS
aASS

�

�

�

�
�

 

Rechtsableitungen: 
Mit jedem Schritt wird das am weitestem rechts 
stehende Nicht-Terminal ersetzt. 

aabbaa

aSbbaa

aSbAa

aAa
aASS

�

�

�

�
�

 



Theoretische Informatik I 
Georg Fischer Informatik Diplom, Semester 1 28.06.03 

- 42 - 

Ableitungsbaum / Parse Tree 

 

1. Wurzel 
2. Innere Knoten (Nicht-Terminale) 
3. Jedes Blatt (grün unterlegt) ist mit einem 

Symbol aus N ∪ Σ ∪ {ε} markiert 
4. Für alle Teilbäume der Art des grau unter-

legten Bereichs links muss A à  ba ∈ P 
sein 

Beispiel: { } { }( )SPBAScbaG ,,,,,,,=  
{

}bcB
abA
AcaBSP

→
→

→= |
 

 
Das Wort abc kann in G auf „wesentlich“ verschiedene Weise Abgeleitet werden, da auch die Ablei-
tungssysteme verschieden sind. 
Definition: Eine kontextfreie Grammatik G heißt mehrdeutig, falls es für mindestens ein Wort w ∈ 
L(G) mindestens zwei verschiedene Ableitungsbäume gibt. 
Beispiel: Garith 

 

S 

a A S 

a A b S 

a b a 

S 

S à  Ac 
 à  abc 

S 

S à  aB 
 à  abc 

A c 

a b 

a B 

b c 

E 

E O E 

E O E a * 

a + a 

E 

E O E 

a * E O E 

a + a 
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Beispiel: { } { } { }( )TbaTTTTbaG ,||,,, →=  = mehrdeutige Grammatik 

 
aba ∈ L(G) = {a,b}+ 

{ } { } { }( )TbabTaTTTbaG ,|||,,,' →= ; G’ ist nicht mehrdeutig und G ≡ G’, d.h. L(G) = L(G’) 

Definition: Eine kontextfreie Grammatik L heißt inhärent mehrdeutig, falls alle Grammatiken, die L 
erzeugen, mehrdeutig sind. Andernfalls heißt L auch eindeutig. 
Beispiel: Für eine mehrdeutige Sprache { }kjjikjicbaL kji ==≥= oder  ,1,,|  

{ } { }( )
{

}
Laabbcc

bcbYcY
aaAA

ccCC

abaXbX
AYXCSP

SPYXCAScbaG

∈
→
→
→
→
→=

=

|
|

|
|

,|
,,,,,,,,,

 

L ist inhärent, da es für Wörter wie aabbcc immer mehrere Herleitungen gibt. 

            
if-else-Mehrdeutigkeit 
stmt à  sel_stmt 
sel_stmt à  if (expr) stmt 
sel_stmt à  if (expr) stmt else stmt 

Terminale: (, ), if, else 

Nicht-Terminale: stmt, sel_stmt, expr 

S 

X C 

a X 

a 

b 

b 

c 

c 

C 

S 

Y A 

b Y 

b 

c 

c 

a 

a 

 

T T 

T a 

T T 

a T 

T T 

a b b a 
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Beispiel: if (expr), if (expr) stmt else stmt 

 
Vereinfachung und Normalformen von kontextfreien Grammatiken 

1. Eliminierung von ε-Regeln 
Eine kontextfreie Grammatik G heißt ε-frei, falls P keine Regel der Art A à  ε, A ∈ N enthält 
Jede kontextfreie Grammatik G kann in eine ε-freie Grammatik G’ umgewandelt werden mit 
L(G) à  L(G’) bis auf das leere Wort ε, das möglicherweise in L(G) enthalten ist. 

2. Algorithmus: 
a. ( ){ }PANAN =→∈= ε|1  

Menge der Nicht-Terminale, die linke Seite einer ε-Regel sind. 
b. Bilde N2, die Menge aller Nicht-Terminale, aus denen das leere Wort ableitbar ist. 

{ }
21

*
111

12

,|

;

NNuntil

NwwANANN

NN

repeat

=
∈→∈∪=

=
 

3. Für jede Regel, deren rechte Seite ein Nicht-Terminal aus N2 enthält, fügen wir die gleiche Regel 
ohne das Nicht-Terminal hinzu. Beispiel: 

stmt 

sel_stmt 

if ( expr ) stmt 

if ( expr ) stmt else stmt 

stmt 

if ( expr ) stmt 

if ( expr ) stmt 

else stmt 

sel_stmt 
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hinzufügenneu  

;

21

221

wwA

NBBwwA

→
∈→

 

P1 = P 
repeat 
for each A à  w1Bw2 ∈ P2 do 

    if B ∈ N2 then 
        P1 = P1 ∪ {A à  w1w2} 
    end if 
end for 
until P1 = P

 

4. Wir eliminieren alle ε-Regeln, d.h.: 
P2 = P1 – {r ∈ P1 | r = A à  ε} 
G’ = {Σ, N, P2, S} 
Falls ε ∉ L(G), dann sind G und G’ äquivalent, andernfalls L(G) = L(G’) ∪ {ε} 

Eliminierung von Kettenregeln 

Kettenregeln sind Regeln der Art A à  B, A,B ∈ N. 
Kettenregeln können eliminiert werden. 
Sei G = {Σ, N, P, S} eine ε-freie kontextfreie Grammatik. 
Algorithmus: 
1. Zyklen eliminieren: 

1

1

21

1

,...,,

BB

kiBB

NBBB

k

ii

k

→
≤≤→

∈

+  

• Dann streiche alle B aus N 
• Nimm ein neues B zu N hinzu 
• Ersetze in allen Regeln von P jedes Bi durch B 

2. { }sAAAN ,...,, 21=  alle Nicht-Terminale so nummerieren, dass für Ai à  Aj folgt, wobei i < j 
3. Für jedes Ai à  Aj mit i < j fügen wir für jedes Aj = Ai à  w hinzu, wobei w ∈ {N ∪ Σ}* 

for i = s – 1 to 1 do 
    for all j > i do 
        eliminate Ai à  Aj 
        if exists Aj à  w then 
            add Ai à  w 
        end if 
    end for all 
end for 

( ) NNw \*∪Σ∈  
Beispiel: 

{ } { }( )
{

}cDC
cAdCBA

dDDdD

BaSB
aCaBASP

SPDCBASdcbaG

|
||

|
|

||
,,,,,,,,,,

→
→
→
→
→=

=

 

 

{

}cDC
dDDdD
cSdCSaaCaSSP

|
|
||||'

→
→

→=
 

 
{

}cdDDdC
dDDdD
cSdcdDDdSaaCaSSP

||
|
||||||''

→
→

→=
 

{ } { }( )SPDCSdcbaG ,,,,,,,,''=  ist äquivalent zu G und ohne Kettenregeln. 

S C D 

S A B C D 
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Chomsky-Normalform 
Definition: Sei ( )SPNG ,,,Σ=  eine kontextfreie Grammatik, dann ist G in Chomsky-Normalform 
(CNF), falls ( )( )Σ∪°×⊆ NNNP . Beispiel: 

Σ∈→
∈→

aaA

NCBABCA ,,
 

Es gibt zu jeder kontextfreien Grammatik ( )SPNG ,,,Σ=  mit ( )GL∉ε  eine äquivalente Grammatik G’ 
in CNF. 
Algorithmus: 
Eingabe: ε-freie Grammatik G ohne Kettenregeln 
Ausgabe: äquivalente Grammatik G’ in Chomsky-Normalform 
Alle Regeln, die noch nicht in Chomsky-Normalform sind, haben folgende Gestalt: 
* A à  X1X2…Xm;  m > 2; Xi ∈ N ∪ Σ 
1. Schritt: Xi ∈ Σ, dann ersetzen wir Xi in * durch ein neues Nicht-Terminal (Xi und ergänzen P um 

CXi à  Xi und N um Cxi erweitern 
2. Schritt: Jetzt haben alle Regeln, die nicht in Chomsky-Normalform sind, folgende Gestalt: 

A à  B1B2…Bm; Bi ∈ N 
Jede Regel dieser Bauart ersetzen wir durch: 
A à  B1D1                           Mit D neu in N 
D1 à  B2D2 
Dm-3 à  Bm-2Dm-2 
Dm-2 à  Bm-1Bm 
Beispiel: { } { }( )SPBASbaG ,,,,,,=

{

}bB
bSB

aBBB

aA

aSA

bAAA

aBS
bASP

→
→
→
→
→
→
→

→=

 

{

}bB
BSB

ABBB

aA

ASA

BAAA

ABS
BASP

→
→
→
→
→
→
→

→='

 

{

}bB
BSB

BBD

ADB

aA

ASA

AAC

BCA

ABS
BASP

→
→
→
→
→
→
→
→
→
→=''

{ } { }( )SPDCBASbaG ,'',,,,,,,''=  ist in Chomsky-Normalform und GG ≅''  
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Kellerautomat 

 
Definition: Ein (nicht-deterministischer) Kellerautomat ist ein System ( )FsSK ,,,,,, 0 ⊥ΓΣ= δ  
Σ = Eingabealphabet 
S = Endliche Zustandsmenge 
Γ = Kelleralphabet 
δ = Zustandsüberführungsfunktion à  { }( ) ( )*Γ×→Γ×∪Σ×= SPS εδ  
s0 = Startzustand 
⊥ = Kellet-Button-Symbil (⊥ ∈ Γ) 
F ⊆ S = Menge der Endzustände 
( ) ( )

*
1

1

...,,,,

,,...,'

Γ∈∈Γ∈Σ∈∈

∈

k

k

BBSsAaSs

AasBBs δ
 

Wenn sich K im Zustand s befindet, das Zeichen a einließt und A das Top-Element im Kellerspeicher 
ist, dann kann K in den Zustand s übergehen und dabei A durch das Wort B1…Bk ersetzen, wobei B1 
das neue Top-Element ist. 

( ) ( ) ( ){ } *
11 ,;...,, Γ∈∈= iinn SsssAas γγγδ  

Wir schreiben dies auch als Programmzeile: ( ) ( ) ( ){ }nnssAas γγ ...,,, 11  
a = εεεε: für a = ε wird kein Eingabesymbol gelesen, sondern nur eine Manipulation des Kellerspeichers 
vorgenommen. Falls für Γ∈= ik BBB ;...1γ  mit k = 0, wird nur das Top-Element gelöscht. 
Beispiel: ( )0|1 ≥= nbaL nn  

{ } { } { } { }( )
( ){

( )
( )
( )
( )
( )εε

ε
ε

εεδ
δ

,,,
,,,,

,,,,

,,,,

,,,,
,,,,

,,,,,,,,,,

1

11

10

00

00

01

0101

F

F

FF

ss
sabs

sabs

aasaas

asas
ss

ssasssbaK

⊥

⊥⊥
⊥=

⊥⊥=

 

 
δ 

 
S 

⊥ 

Programm δ 
Zustandsspei-
cher S 

B1 

 

Bk 
K

ellerspeicher 

Bottom-
Element 

Top-
Element 
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Konfiguration: 
k = (s,w,α) 
s = aktueller Zustand w = noch zu verarbeiten-

des Suffix der Eingabe 
α = sktueller Kellerinhalt 

( ) ( )βαα ,,',, vsAavs �  ist gültiger Konfigurationsübergang, wenn ( ) ( )Aass ,,,' δβ ∈  ist. 
s,s’ ∈ S 
a ∈ Σ 

v ∈ Σ* 
A ∈ Γ 

α,β ∈ Γ* 

Sei ( )FsSK ,,,,,, 0 ⊥ΓΣ= δ  ein Kellerautomat, dann ist ( ) ( ) ( ){ }γε ,,,,| *
0

*
FF swswKL �⊥Σ∈=  mit 

*, Γ∈∈ γFsF  die von K mit Endzustand über Σ akzeptierte Sprache. 
Bez.: 
PDAF

Σ = Klasse der von Kellerautomaten mit Endzustand akzeptierten Sprachen 
Beispiel: 

( ) { }{ }
{ }

{ } { } { } { }( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) ( )
( ) �

�
�
�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�
�
�
�

�

�

⊥

⊥

⊥⊥⊥⊥

=

⊥⊥=
=Σ

=∈=

εε
εε

ε
δ

δ

,,,,

,,,,,,,,,,

,,,,,

,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,,

enkonstruier K ,,

,,|

0

000

0000

0000

0000

2

0202

2

*
2

cc

cccc

F

c

FFc

ss

sbbssaas

scs

bsbcsasacs

basabsabsbas

bbsbbsaasaas

bsbsasas

ssbassscbaK

cba

SpiegelungSPbawwwcSPL

 

( ) { }{ }
{ }

{ } { } { }( )
{ } { } { } { }( )
( ) ( )
( )

( ) ( ){ }( )
( )( ){ }( )

( ) ( )
( ) ( )
( ) �

�
�
�

�

�
�
�
�

�

�

�
�
�
�

�

�
�
�
�

�

�

⊥

⊥⊥
⊥⊥⊥

=

⊥⊥=
→=

=Σ
=∈=

εε
εε

ε
ε

ε

δ

δ
ε

,,,,

,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,

,,,,,,

,,,,,,,

,,,,,

,,,,,,,,,,

,,,,,,,,,,,

,||,,,G
,

,,|

0000

00

00

00

000

2

0303

3

*
3

cc

cccc

c

c

F

FFc

ss

sbbssaas

basabsabsbas

bbssbbs

aassaas

bsbs

asasscs

ssbasssbaK

SbSbaSaSSba

ba

SpiegelungSPbawwwSPL

Beispiel für eine Eingabe: 
abbbba ∈ L3 
( ) ( ) ( ) ( )⊥⊥⊥ abbabsbabbbabsabbbbaasabbbbas c ,,,  1 Auswahl,,,,,,,, 000 ���  Konfigurationsfolge 
stoppt hier, da kein Endzustand erreicht wird und die Eingabe nicht vollständig abgearbeitet ist 
à  Back-Tracking, also folgt: 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )εεεε ,,,,,,,,,,,,  2 Auswahl ,,,,,, 00 Fccc sasaabsbababsbbabbabsbabbbabs ����� ⊥⊥⊥⊥  
Definition: 

( )FsSK ,,,,,, 0 ⊥ΓΣ= δ  sei ein Kellerautomat, dann heißt ( ) ( ) ( ){ }εεε ,,,,| *
0

* swswKL �⊥Σ∈=  
beliebig Zustand=s  die von K mit leerem Keller akzeptierte Sprache 

PDAε
Σ = Klasse der mit leerem Keller akzeptierten Sprachen. F ist nicht relevant. 

Bez.: PDAΣ = PDAF
Σ = PDAε

Σ 
Klasse der mit Kellerautomaten beschreibbaren Sprachen KfSΣ = PDAΣ 
KfSΣ ⊇ PDAΣ à  ohne Beweis für die Praxis 
KfSΣ ⊆ PDAΣ à  Zu jeder kontextfreien 
Grammatik ( )SPNG ,,,Σ=  lässt sich ein 
Kellerautomat K konstruieren, daher L(G) 
= L(K) 
Wir konstruieren K derart, dass K die 
Linksableitung von G simuliert. 

 

x 

x’ 

 ⊥ = S (Startsymbol) 

= TOP 
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• ' und ' xxx =Σ∈ : 
x’ löschen 
Lesekopf auf Eingabeband ein Feld weiter rücken 

• NAx ∈='  
kein Eingabezeichen lesen 
ε-Übergang 
A ersetzen durch α mit PA ∈→ α  

• ⊥ = S (Startsymbol aus G) 
• Kellerautomat enthält Terminale und Nicht-Terminale aus G 
• Kellerautomat verwendet hier nur einen Zustand 
Formal 

{ }( )
( ){ } ( ){ }PAsAsasaas

SsNsK

∈→∪Σ∈=
⊥=∪ΣΣ=

ααεεδ
δ

|,,,,|,,,,
,,,,,

 

Es gilt Lε(K) = L(G) = Akzeptieren mit leerem 
Keller. Dieser Kellerautomat wird daher auch 
„PARSER“ genannt. 

{ }
{ } { } { }( )saSbSsbaG

nbaL nn

,|,,,

0|

1

1

ε→=
≥=

 

Parser für G: 
{ } { } { }( )

( ) ( ) ( ) ( ){ }( ){ }εεεεδ
δ

,|,,,,,,,,,,,,,,

,,,,,,,

000000 saSbsSssbbssaas

SSbasbaKG

=
⊥==

 

Beispiel für eine Eingabe: a3b3 ∈ L1 
( )�Sbas ,, 33

0  
( )

( )
( )
( )
( )

( )
( )
( )

( )
( )
( )
( )
( )

( ) ( )εε
εε

,,,,

,,

,,

,,

,,

,,#

#nach  TrackingBack

,,

,,#

,,

,,

,,

,,

,,

0
*33

0

0

1
0

2
0

3
0

3
0

3
0

3
0

31
0

31
0

32
0

32
0

33
0

sSbas

s

bbs

bbbs

Auswahlbbbbs

Sbbbbs

ERROR

AuswahlaSbbbbs

Sbbbbs

AuswahlaSbbbbas

Sbbbas

AuswahlaSbbbas

Sbbas

AuswahlaSbbas

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

←

−→
←

←

←

←
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Deterministische Kellerautomaten 
Parser: Bei kontextfreien Grammatiken ein nicht-deterministischer Kellerautomat. 
→ Back-Tracking kann erforderlich werden 
→ Exponentielle Laufzeit, da ggf. der gesamte Berechnungsbaum durchsucht werden muss 
Definition: 
Ein Kellerautomat ( )FsSK ,,,,,, 0 ⊥ΓΣ= δ  heißt deterministisch, falls ( ) ( ) 1,,,, ≤+ AsAaS εδδ  für alle 

Γ∈Σ∈∈ AaSs ;;  
Eine Sprache L heißt deterministisch und kontextfrei, wenn es einen deterministischen Kellerautomat 
K gibt, der L akzeptiert, d.h. für L(K) = L 

( ) ( ) ( ){ }**
0 ,,,,,,| Γ∈∈Σ∈= γγε FsscwswL FFK �  

Bezeichnung: DPDAΣ 
( ) { }{ }*

3 ,| bawwSPcwL ∈=  
aaabbbaaabbb… 

ΣΣ

Σ

≠
∉

PDADPDA

DPDAL !3  

ΣDPDA : hier kann sehr effizient in „linearer Zeit“ für jede Eingabe die Zugehörigkeit zu der beschrie-
benen Sprache festgestellt werden. Für viele praktische Anwendungen reicht ΣDPDA  vollkommen aus. 
Pumping-Lemma für KfS: 
Sei L eine Kontextfreie Sprache, dann gibt es eine Zahl n, sodass alle Wörter Lz ∈  mit nz ≥  gilt. 
z = uvwxy mit folgenden Eigenschaften: 
1. 1≥vw  2. nvwx ≤  3. Lywxuv ii ∈
Beweis: 
Sei G eine Kontextfreie Grammatik in CNF (A à  BC | a), die L erzeugt 

nm =  

Wähle mn 2=  
nzLz ≥∈ ;  

Ableitungsbaum hat sicher m2≥  viele Knoten. Also a gibt ein Nicht-Terminal, das auf einem Pfad 
zwei Mal auftritt. 

4321

41

wAwww

AwwS

→
→

 

 

y u 

S 

A 

A 

w1 w4 

w2 w3 w1 w4 

v x u y 

S 

A 

v x A 

v x 
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( )
kkk

kkk

abaz
kabaL

=
>= 0|  

L ∉ KfS�, da die Regel 3 des Pumping Lemma verletzt wird. 

Syntax von Programmiersprachen 

Erweiterte Baccus-Naur-Form: 
1. Sei bereits abgeleitet eine EBNF folgender Form: 

( ) 211 |...| ww kαα , dann gilt kiwaw i ≤≤� 1für 21  
2. Es sei bereits abgeleitet: 

{ } 2
*

1 ww β , dann gilt 021 für Niww i ∈β  
3. Sei bereits abgeleitet: 

[ ] 21 ww β  dann gilt entweder 21 ww β  oder 21ww  ( { } 212
0
11 oder   :alternativ wwww ββ ) 

Dies ist zwar auch durch Punkt 2 abgedeckt, jedoch findet speziell diese Definition beispielsweise 
bei den If-Schleifen Verwendung. Hier eine beispielhafte Darstellung, um das zu verdeutlichen: 
If (...) then (...) [else (...)] 
Eine If-Schleife kann einen Else-Teil haben, muss sie aber nicht. Auch ist es bei If-Schleifen nicht 
möglich, zwei Else-Teile anzulegen! 

Erweiterte Baccus-Naur-Grammatik: 
( ) { }wSwL G

** | �Σ∈=  
Beispiel: 

{ } { }( )

( )
{ }( )

( )
( ) �

�

�

�
�

�

�

�
�

�

�
�

�

�

><=><
=><

><><=><
−+=><

>><=<><

=

><><><><><><−+=

1|0::0
9|8|7|6|5|4|3|2|1::1

01|0::
],[::

::int
int,,0,1,,,int,9,8,7,6,5,4,3,2,1,0,,

*

zz
z

zzzf
vz

zfvz

P

PzzzfvzGInteger

 

Ableitungsbeispiel nach dieser Grammatik für die Integer-Zahl +125: 

( )
( )

{ }( )
( )
( )( )( )
125

9|8|7|6|5|4|3|2|1|09|8|7|6|5|4|3|2|1|09|8|7|6|5|4|3|2|1
009|8|7|6|5|4|3|2|1

001
01|0

|
]|[

int

*

*

*

+�
+�

>><<+�
>><><<+�

><><+�
><+�

><−+�
><−+�

>><�<<

zz
zzz

zz
zf

zf
zf

zfvz  

Bemerkung: 
Die von ISO standardisierte Beschreibungssprache ASN1 baut auf EBN-Grammatiken auf. 
Satz: 

Σ= EBNFKfS  ß  Klasse aller Sprachen, die mit EBN-Grammatien beschrieben werden. 
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Syntaxdiagramme von Programmiersprachen 
Hier am Beispiel von EBN-Grammatien 
a) kA ααα ,...,,:: 21=  

 
b) ( )kA ααα |...||:: 21=  

 
c) { }( )χβα *::=A  

 
d) [ ]χβα=::A  

 
Bemerkung: 
Sind χβα ,,  oder iα  Terminalsymbole, dann werden sie mit Kreisen oder Ovalen dargestellt. Beispiel 
hierfür anhand Ginteger: 

 

A 
α  

β  

χ  

A 
α  β  χ  

A 
1α  

2α  

kα  

A 
1α  2α  kα  

<int> 
vz zf 

vz 

+ 

- 

zf 
0 

z1 z0 

z1 
1 

2 

9 

z0 
0 

1 

9 


